Proposition de corrigé du devoir surveillé 10

Exercice 1 - Etude d’une symeétrie

2n+1

1. Soit P = Z apX”,
k=0
f(P) _ X2n+1P i _ X2n+1 2§1 % _ 2nz+:1a X?TH*l*k c R [X}
= X = Xk = k 2n+1
k=0 k=0

Donc f: EF — F.
Soit P,Q € E et a, B € R,

o = o () o () 0 (3)

= axoip (L) axeenoig (1) = afp) +55@)

Donc f est linéaire. Ainsi,
2.a) Soit P € E,

f est un endomorphisme de FE. ‘

P = e = g (e (L)) =t (1) P = pon
Ainsi, [ fo f = 1d

fof=1d < f2—1d:0£(E) & (f—Id)O(f—{—Id):OL(E)

Ainsi, [ (f — 1d) o (f + 1d) = Oz(p).
b) On a 0 € Ker (f —Id) N Ker (f 4+ Id). De plus, pour P € E,

PeKer(f—Id)ﬂKer(erId)(:){ E;jg%ggzgi @{ :’;Eglllzzgi & f(P)=P=0g

Ainsi,

Ker (f — Id) N Ker (f + 1d) = {0p}. |
¢) D’une part Ker (f — Id) 4+ Ker (f 4+ Id) est un sous-espace vectoriel de E, donc

dim(Ker (f — Id) + Ker (f +1d)) < dim(FE)
D’autre part, la formule de Grassman donne :

dim(Ker (f —Id)+Ker (f+1d)) = dim(Ker (f —1d))+dim(Ker (f+1d)) —dim(Ker (f — Id) N Ker (f + 1d))
=0 d’aprés 2b)

dim(Ker (f — Id)) + dim(Ker (f + Id)) = dim(Ker (f — Id) + Ker (f + 1)) < dim(E). |

d) Comme (f —1d) o (f +1d) = 0z alors | Im (f +1d) C Ker (f — Id).|
De plus, E est de dimension 2n + 2 (finie) et f + Id € L(FE); le théoréme du rang donne :

Ainsi,

dim(E) = dim(Ker (f +1d)) 4+ dim(Im (f + 1d))
or Im (f 4+ 1d) € Ker (f — Id) = dim(Im (f + Id)) < dim(Ker (f —Id))
dim(EF) < dim(Ker (f 4+ 1d)) 4+ dim(Ker (f — Id))
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Il vient, considérant le résultat 2c) :

dim(E) < dim(Ker (f + Id)) + dim(Ker (f — Id)) < dim(F)

Ainsi, | dim(Ker (f — Id)) + dim(Ker (f + Id)) = dim(E). |

e) Les résultats de 2b) et 2d) caractérisent que Ker (f 4 Id) et Ker (f — Id) sont supplémentaires
dans F, c’est-a-dire ’Ker (f—Id)@Ker(f+1d) =FE. ‘

f) Soit @ € Ker (f —Id) et R € Ker (f 4+ 1d). On a donc f(Q) — Q = Og ou encore f(Q) = Q et
f(R) + R = 0g ou encore f(R) = —R.

fR+R)=fQ+f(R)=Q—-R

Ainsi, i ‘ par rapport a Ker (f — Id) et parallelement a Ker (f + Id).

Remarque : La question 2 est la preuve de de la caractérisation suivante avec f € L(E) :

f est une symétrie << fo f=1d

2n+1
3.a)On a P = Z arX* € Ker (f —1d), donc
k=0
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
f(P)=P & > ax = Z Xt < Z agni1-—; X7 = Z ap X"
k=0

On a posé ’j =2n+1—-k ‘ Par identification des coordonnées dans la base canonique on trouve

que’PGKer(f—Id) < Vke[0,2n+ 1], ak:agnﬂ_k.‘

2n+1 2n+1 n n
b) On note : P = Z ap X" = Z%Xk + Z apX* = Zaka + Za2n+1—jX2n+17j
k=0 k=n+1 k=0 7=0

On a effectué le changement d’1nd1ce ’j =2n+1-k ‘ Il vient :

2n+1
Ker (f —1d) = { > apX VE € 0,20+ 1], ap = a2n+1k}
k=0

n n
= Z aka + Z a2n+1_jX2"+17j; Vk € [0,2n + 1], ar = agpi1—k

k=0 j=0
n n
= Zaka + ZakX%H*k; Vk € [0,n],ax € R}
k=0 k=0
n
_ {Zak (XF + X2 HR) vk € [0,n], ax € R}
k=0

= Vect(X* + X2+ k € [0,n])
La famille exhibée est génératrice par construction. De plus elle est libre car elle est échelonnée en
degré.
Ainsi, | une base de Ker (f —Id) est (X* 4+ X 1=F k€ [0,n]) et dim(Ker (f —Id)) =n + 1.
4. Soit P € Ker (f +1d), alors :

2n+1 2n+1
f(P)=-P & Y aXHF=_3"gXxF
k=0 =



Par identification des coordonnées on a, : ’Vk € [0,2n + 1], ar = —agp+1—k- ‘

2n+1
Ker(f—1d) = { Z ar X Yk € [0,2n+ 1], ai, = —a2n+1k}
k=0

n n
= Zaka + Z —anQ"'H_j; Vk € [0,n],ar € R
k=0 7=0

n
= Zak(Xk—in"'l_k); Vk:E[[O,nﬂ,akeR}
k=0

= Vect(X* — X2n+1=F | € [0,n])
La famille exhibée est génératrice (par construction) et libre (échelonnée en degré).
Ainsi, | une base de Ker (f +1d) est (X* — X2"H1=F & € [0,n]) et dim(Ker (f +1d)) =n + 1.
5. Considérons n =2 et P =a +bX 4+ cX? +dX3 +eX* +gX° € E.
a) Par définition, on a] fra+bX +cX?24+dX3+eX* +gX° = aX® + X+ X34+ dX? +eX +g. \
b) Une base de Ker (f —Id) est (14 X°, X + X* X% + X?) et une base de Ker (f + Id) est (1 —
X% X — X4 X2 - XS). Il g’agit de trouver «, 3,7, 9, 1, A € R tel que :

a+bX +eX?HdX3+eX g X% = a(1+XP)+B(X+XN) 49 ( X2+ X3)+0(1-X )+ u(X —XH+A(X2-X3)

Ce qui donne :

e +0 =a
g It =b a+yg b+e c+d
y A =c¢ o= 2 75: 2 y V= 2
v -\ =d < a—g b—e c—d
6= y U= ; A=
@ -0 =
Ainsi,
b d
a+bX +cX? +dX% 4+ eX* 4 gX® = GTM(1+X5)+¥(X+X4)+%(X2+X3)
€Ker (f—Id)
— b— c—d
+ 9520 X0+ X - X+ (e  X)
€Ker (f+I1d)

¢) Approche 1 : En utilisant la décomposition obtenue en 5b); la définition du projecteur donne
directement le résultat :

a—g b—e c—d

h:a+bX+cX2+dX3+eX4+gX5»—>T(l—X5)+T(X—X4)+

(X2 - X3

1
Approche 2 : le projecteur h est une combinaison linéaire de f et Id : |h = i(ld - f).

On trouve la méme expression.



Probléme 2 - VADF

Partie A - étude de f

1.a) Les coordonnées des vecteurs f(e;) dans la base B sont données :

0 2 0 2 2

: 3 . 3 3

fler) = K fle2) = f(ez) =10 donc |Matg (f) =M = 3 0 0

1 0 Lo o

b) Cherchons un base de Im (f) qui est engendrée par (f (el), f (e2), f(e3)) :

0 2 2 0 2 0 1
Im (f) = Vect % 101,10 = Vect % .10 = Vect 11,10
3 0 0 3 0 1 0

En général, pour obtenir une base a partir d’une famille génératrice, on applique la méthode
du pivot de Gauss sur les colonnes afin d’une part de conserver l'aspect générateur et d’autre part
d’obtenir une famille échelonnée et donc libre.

Ainsi, une base de Im (f) est (e2 + e3,e1) et donc |dim (Im (f)) = 2.

Le théoréme de rang donne |dim (ker(f)) = dim(R?) — dim (Im (f)) =3 -2=1|.

c¢) Une base de Ker (f) contient un seul vecteur : il suffit donc d’exhiber un vecteur u non nul tel
2 2

que f(u) =0.Or f(ea —e3) = 36136 = 0.

une base de Ker (f) est (e — 63).‘

d) Calculons le rang de C :

Ainsi,

-2 0 2 0 2 0 0
rg(C)=rg| 1 1 1 =ChCotCy T8 | 1 1 =Cs205—C; 18|11 2 0 =3
1 1 -1 1 2 -1 1 2 -5

Comme rg(C) = dimR3, C est génératrice de R?; de plus, rg(C) = Card(C), donc C est libre.
Ainsi, ’C est une base de R3 ‘

e)On a f(a) =2f(e1) + f(ea) + f(e3) = %(62 +e3) + %el + %61 = ;

2 2
On trouve aussi f(b) = —g(—2€1 +ea+e3) = _§b et f(c) =0.

2
(2e1 + €3 +e3) = ga.

2 0 0 2.0 0
Ainsi, | f(a)= 0] , f(b)=|-3] et f(c)=(0] et D=Mate(f)=|0 -2 0
0/, 0/, 0/, 0 0 0

2.a) P = Pg est la matrice de passage de la base B a la base C donc ’P est inversible |.
Posons ’D = Matc(f) la matrice de f dans la base C ‘

Ainsi, la formule de changement de base donne que | M = PDP~!|

b) On calcule et on trouve PQ = 41.
Par exemple, le coefficient (1,2) est : P1,1q1,2 +P1,2G22 +DP13932 =2 X 1+ (-1)x1+0x2=0.

1 1
Ainsi P <4Q> =1 et donc | P! = EQ i

c) Effectuons la récurrence :




Initialisation : pour n =0, MY = I et PD°P~! = PIP~! = PP~! = I. La relation est vérifiée
au rang 0.

Héredité : soit n > 0, supposons que M™ = PD"P~1.

Ona M"*t = M"M = PD"P~'PDP~! = pPD"DP~! = pp"tip~1.

La relation est vérifiée au rang n + 1.

Conclusion, |Vn € N, M™ = pD"P~!

O
jen} | —
—_
I
| =
|
A~~~
w
o | 1)
U
~—
<
NN N S——ee—

| 2 0\ () L (2G) +2(=5)
La premiére colonne de PD/P~lest: [1 1 1 1l- (_%)J =1 (%)] — _g)]
1 1 -1 0 (g)ﬂ_ _g)J
' ‘ 3 3
o (2G) 2(=5)
Ainsi, | pour j € N*, la premiére colonne de M7 est — (%)] — (_%)J
2\J 2\J
(5)" = (=3)
1
Pour j = 0, 'expression ci-dessus donne [ 0 | qui est bien la premiére colonne de MY = I.
0

Partie B - étude d’une suite de variables aléatoires

3. Xj prend la valeur du numeéro de la boule obtenue lors du premier tirage, donc X;(€2). De plus,

les numéros sont équiprobables donc ’Xl — U ([1,3]) ‘

4. Considérant les numéros (1,3,3,2,1,2,3,2) alors X3 =1, Xo =3, X3 =3, Xy =1, X5 =1,
Xe=2 X7 =1, Xg = 2.

5. Simulation informatique de ’expérience ; il suffit de suivre la description :

def simul (k):
X=randint (1,4)
for i in range(2,k+1):
tirage=randint (1,4)
if X==
X=tirage
elif tirage!=X:
X=1
else:

© 0 NS TR W N =

-
[e=]

X=tirage
return X

[y
[y

6.a) Il y a essentiellement deux situations :

1
Soit [Xy = 1] alors Vi € [1,3], P(x,—1)(Xpy1 =1) = 3
Soit [Xy € {2,3}]. Par exemple, pour j = 2, P(x,_9)(Xgy1 = 1) correspond & deux situations :



2
la boule tirée au rang k + 1 est numérotée 1 ou 3; ainsi, Py, —0)(Xpp1 = 1) = 3 De plus,

1
Px,—2)(Xpr1=2) = 3 €t P(x,—2)(Xk+1=3)=0.

Ainsi,

Pix,—jy(Xpg1=1) | i=1]i=2]i=3
j=1 BEEE
j=" HERE
j=3 2 0 3

b) Soit k € N*, considérons le systéme complet associé & Xj.
La formule des probabilités totales donne :

1 2

P(Xp1=1) ZP X = i)P(x,=i)(Xpy1 = 1) = JP(Xp = 1) + JP(Xp = 2) + SP(X; = 3)
2 1

P(Xp41 =2) ZP X = )P =) (X1 = 2) = P(Xp = 1) + SP(X; = 2)

2 1
P(Xpy1 =3) ZP Xy = i)P(x,—i) (X1 = 3) = JP(Xp = 1) + SP(X = 3)

1
Ainsi, |Vk € N, Uy, = AU, avec A =

1 2 2
110
1 01

c¢) Procédons par récurrence sur k € N :

Initialisation : pour n = 0, A° = I donc A°Uy = U,

1 1

1
Pour n = 1, on note que AUy = 3 1| qui représente bien la loi de X, : Uy = 3 1
1 1

Il est nécessaire de traiter le ca n = 1 dans linitialisation car la relation de récurrence du
6b) n'est valable que sur N*.

Hérédité : soit k > 0, supposons Uy = A*Uy. Alors,

Ugr1 = AU d’aprés B3b)
AA*U, par hypothése de récurrence
— Ak+1UO

Conclusion, |Vk € N, U, = A*U,.

1
7.a) On remarque que | A = M + §I .

Comme M et I commutent, la formule du binéme de Newton donne pour k € N :

w3 (i) -2 ()6

Ainsi, |[VE €N, AF =3 (’“) (1)HMJ'.




b) D’aprés 2d) et 7a), la premiére colonne de A* avec k € N est donnée par :

k k—j 2(%)J:+2(_%)j
>G5 G-y
@Y - (-2

> 067 (5) =65 - ()"

k

242 (-3
Ainsi, |pour k € N, la premiére colonne de A* se réécrit : — | 1 — (_%)k
4 ) 3k

- (—3)

1

D’aprés 6¢), pour k € N, Uy = A | 0| donc Uy, est égale a la premiére colonne de A*.

0

1
Ainsi, |pour k € N, la loi de X}, est donc P(X =1) = 1 (1 + (—%)k)

et |P(X, =2)=P(X; =3) = ! (1 - (—%)k>

c) Comme ‘—%‘ < 1 alors (%l)k — 0 donc (—%)k — 0.

.. 1 1
Ainsi, | P(X; = 1) A P(X), =2) = P(X; = 3) T
)

On abien X(2) =[1,3] et P(X =1)+P(X =2)+P(X =3) = 1.
Ainsi, la suite X converge en loi vers X : X P, x.
8.a) Par définition de l'espérance, pour k € N* d’aprés 7b) :
E(Xy) = ( = +2P X =2)+3P(Xy, =3)
1"\ 3
- 1— (-2 °(1 =

EN{

Ainsi, |Vk e N*, E(Xj) = - —

b) Petite fonction en SCILAB :

def esp(k)
return 7/4-3/4%x(-1/3)*%k



Exercice 3 - Criblage de la série harmonique

n
1. Notons H,, = Z —. La suite (H,,) est croissante donc elle admet une limite soit finie, soit +o0.

k=1
Montrons par ’absurde que la limite est +oc0.

Supposons que H, - £ € R. Pourn > 1, on a:

2n 1 2n 1 n 1
Hon—Ha= D 12 D 5,75, 3
k=n+1 k=n+1

1
Alors, par opération sur les limites et passage a la limite on obtient : £ — ¢ =0 > 5 ce qui est faux.

1
Donc H,, — +o00. Ainsi, |la série harmonique ) Z diverge.

2. Criblage sur la parité de & :
n
1 1

—=—-H, —
222" e
n n n+1
1 1 1
—=-(Hpt1—-1)—
Z2 Zzg+2 < 2i g (Hne1 = 1) = Froo
J=1 J=
Ainsi, | les séries Z — et Z —_— dlvergent

3. Criblage sur le motlf ’12’ :

1 1
n—1 n < =
a) Pour k € [10"",10™ — 1], on a uy, k:_ Ton 1

Or r, est le nombre de termes non nul de la somme v,. Ainsi,

T'n
Un S W

b) Considérons k ayant une écriture décimale comportant n chiffres en partant de la gauche. On
découpe le nombre par groupe de deux chiffres consécutifs. Exemple pour n = 7 et £ = 1231213

[12]31]21]3]

Le nombre de bloc est {gJ (le quotient de la division euclidienne de n par 2).

Ainsi 7, est inférieur au nombre d’entiers a n chiffres tel que 12 n’apparait pas dans aucun de ces
blocs.

Ainsi, |, < 99131 x 10,
c) Les deux questions précédentes donnent :

- 93] % 10 9903] 9903 99 \ L3 99 2
< < = 100" <100 =100 [ — <100
B T e e V] 107 ~ 2l

n

99
Ainsi <1 — | .
insi, | v, < 00( 100)

n
99 99
d) La série ) <\ / 100) est géométrique de raison ”ﬁ €] — 1,1[ donc convergente. Par compa-

raison de série & terme positifs,

converge. ‘

e) Les sommes partielles de ) v, sont donc majorée par M qui est aussi un majorant des sommes
partielles de la série ) uy.



In(N)
In(10)
N et donc N < 10! — 1. Effectuons un regroupement de termes par paquets dont I'indice
est de longueur décimale constante :

En effet, pour N € N* ¢t = { J + 1 est le nombre de chiffre de ’écriture décimale de

N 107 —1 N t—1
OLTED SFESLaI G DIRTS RED DITED SENESY
k=1 k=107-1 k=10t—1 Jj=1
N !
=vj <vt

Ainsi, | la série harmonique criblée par le mot 12, qui est une série & terme positif, converge.

4. Criblage sur la primalité de £ :

n

1
Pour n > 1, on pose w,, = .
e =l
a) On note que w, > 1 car c’est le produit de n nombres supérieurs a 1.
Donc par continuité de In sur [1,4oc[, la suite (w,) converge vers ¢ > 1 implique que la suite
(In(wy,)) converge vers In(f).
De méme, la continuité de exp sur R donne que la converge de la suite (In(w,)) implique celle de

la suite (wy,).

Ainsi, |la suite (w,) est convergente si et seulement si la suite (In(wy,)) est convergente. ‘
. 1 g 1
b) Considérons In(w,,) = In = — In{1-—).
| =) -5 5)

1
Donc In(wy,) est une somme partielle de la série a termes positifs Y —In (1 — > Or la suite de
n

1
nombres premiers, (py,), tend vers +oo, donc <> converge vers 0 et
Pn

1 1
—In <1—> ~—
Pn Pn

1 1
Par comparaison de série a termes positifs, les séries > — et Y —In (1 — > sont de méme
n

n
nature, qui est aussi celle de la suite (In(wy,)) et donc aussi celle de la suite (wy,).

. . : . 1
Ainsi, |la suite (w,,) est convergente si et seulement si la série > — est convergente.

Pk
1 e 1
c) Pour tout & > 1, pp, > 1 donc — € [0,1] donc la série géométrique >, — converge et a pour
Pk Pk
1
somme —-.
Pk
n “+o00 1
Ainsi|w, = H Z —
k=1 \j=0 Pk

d) D’apres ce qui précede :

1 1 1 1 1 1
p1 V2 D2 D5 Pn  Dn

Le développement de ce produit donne la somme d’une série a termes positifs qui contient tous les

termes de la forme ar ol (ai)n) € N

al a2:u.
1 P2



Or pour j € [1,n] on a que 1 < j < n < p,. Ainsi la décomposition en facteur premier de j se

1
réalise dans {p;;i € [1,n]} et donc - est un terme apparaissant dans le développement de w;,. Ainsi,
J

"1
wnZZ*_~
=17

1
e) Comme la série > — diverge, par comparaison (avec la suite des ses sommes partielle qui tend
J

1
vers +00) la suite (wy,) diverge. Et donc, d’aprés la deuxiéme question, |la série Y — diverge.

. . o . L.
. Par comparaison de séries & termes positifs, la série ) — diverge.
Py

w2 Ta Par comparaison de séries & termes positifs avec la série de Riemann converge
Dy

—_

1
(pour a > 1), la série ), — converge.

k

- . 1 .
Ainsi, |la série ) — converge si et seulement o > 1.
Dy

10



Exercice 4

Partie A - Etude de la matrice A

-1 1 2 -1 1 2 -6 6 0
L.(A-I)2=[-11 2]|-1 1 2|=(-6 60
-3 3 0 -3 3 0 0 00
Le coefficient (3,2) est obtenu par : (—=3) x 1+3x14+0x3=0
—6 6 0 -1 1 2 0 0O
(A-IP=A-D*(A-I)=(-6 6 0] [-1 1 2]=({0 0 0
0 00 -3 3 0 0 00
2. Puisque (A — I)? est la matrice nulle, le polynome (X — 1)3 € R[X] est un polynéme annulateur

de la matrice A.

AP —B3A+3A- T3 =0pym) = A(A®—3A+30) =1,

-7 8 4 -4 5 =2
OnaA?=|-8 9 4| etdonc A2-34+33=|-5 6 -2
-6 6 1 3 -3 1

—4 5 =2

Ainsi, | A est inversibleet A=t = | =5 6 —2

3 -3 1

Remarque : 1l est aussi possible de mettre en place la méthode du pivot de Gauss.

Partie B - Recherche d’une solution particuliére

3. La fonction y — /y est de classe C? sur ]0, +oo[ et la fonction polynomiale z + 1 + z est de
classe C2 sur | — 1,1], & valeurs dans ]0, +oo|.

Par composition, |la fonction ¢ est de classe C? sur | — 1, 1].

La fonction y — /y est continue en 0 mais non dérivable. Veillez aussi a bien rédiger
Ihypothese de composition " f(I) C J".

On dérive deux fois ¢ pour obtenir ¢'(0) et ¢”(0). Pour tout = €] — 1,1] :

1 1 1 3 1
/ /! —
Y@=y =g (-g) a0t ot
2V1+x 2 2 41+ )2
/ 1 ! 1
et donc | ¢'(0) = 5 et ©"(0) = 7

4. La fonction ¢ étant de classe C? au voisinage de 0 (sur un intervalle ouvert contenant 0), elle y
admet un développement limité a ’ordre 2 donné par la formule de Taylor-Young :

©"(0) o

o(x) = p(0) +¢'(0)x + = 2% + 2%c(x) avec e(z) — 0
N—— 2 z—0

o 1
Alinsi, | le réel « recherché vaut donc ——.

11



5. En développant selon "(a + b+ c)? = a? + b% + ¢2 + 2(ab + bc + ac)", on a :

2

ey = (1422

(5 (-2 Co(r 2w (2
B 2 8 2 8 2 8

P D
4 e T TR
3 4
Ainsi, (P(x))2 :1+$—%—|—%.

6. On obtient, avec C% = C* = 04,g) d'aprés 1) :
1 1
(P(C))* = PX(C)=T+C — (CP gt =1rC=A

La matrice M = P(C) vérifie donc bien M? = A, et :

1 1
M = P(C)=I+§C—§CQ
1 00 (112 L [~6 60
= (01 of+3 —112—§ —6 6 0
0 0 1 -3 30 0 0 0
L[5 14
Ainsi, |la matrice M == | 1 3 4| vérifie M? = A.
“\6 6 4

Partie C - Résolution compléte de I’équation

7.a) En notant U,V et W les vecteurs colonnes correspondant respectivement & u, v et w (coordon-
nées dans la base B, les relations v = f(w) —w et u = f(v) — v se traduisent par :

-1 1 2\ /1 1
V=AW -W=cw=|-11 2| [o]=]1
-3 3 0/ \1 -3
-1 1 2 1 —6
U=AV-V=CV=|[-112 1| =1]-6
-3 3 0/ \-3 0
Ainsi, |v = (1,1, —3) et u = (—6, —6,0).\
b) Calculons la rang de la famille :
11 -6 1 1
rg(U, VW) =rg| -6 1 0 = 0 -1
0 -3 1) e 0 -3 1
-6 1 1

= g0 -3 1]|=3

L2<—)L3

o
]
|
—_

Comme rg(B’) = 3 = Card(B’) alors la famille est libre; de plus rg(B’') = 3 = dim(R?) donne que
B’ est une base de R3. ‘

la famille est génératrice de R?; ainsi,
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c¢) Calculons f(u) en utilisant la matrice A :

0 1 2 —6 —6
AU=1[-1 2 2 —-6]=1-6
-3 3 1 0 0

done f(u) =u

Les relations de ’énoncé nous donnent directement f(v) et f(w) comme combinaisons linéaires de
u,vetw: f(v)=u+vet f(w)=v+w..

Ainsi, la matrice de f dans la base (u,v,w) est :

1 10
Matp (f)=10 1 1| =T
0 01

d) Puisque A et T représentent ’endomorphisme f dans les bases B et B’ respectivement, en notant
P = Pgp la matrice de passage de B a B’ (donc inversible), la formule de changement de bases

donne :
T=P1'AP

8.a) Rappelons que N2 = T. Alors :

NT = NN? = N3 =N?N=TN

Ainsi, | N2 = T implique NT = TN.
a b ¢
b) Notons N = |d e f],larelation NT = TN s’écrit :
g h 1
a b c 1 10 110 a b c a a+b b+c a+d b+e c+f
d e f 01 1)]=10 11 d e fle|ld dd4e e+ fl=|d+g e+h f+1i
g h i 0 0 1 0 01 g h i g g+h h+1 g h i
ce qui nous donne le systéme :
a = a+d d = 0
a+b = b+e a = e
b+§ i Z:g ;) i (J)c a=€e=1
dte = e+h = Yd =1n © ijﬁzh:o
e+f = f+i e i -
g+h = h g =0
h+i = i h =0
a b
Ainsi, |si N2 =T, alors N est de la forme | 0 a

c
b | avec a,b,c € R.
0 0 a

c¢) Si N2 =T, alors avec les notations de la question précédente :

a b c a b c a® 2ab b+ 2ac 1 1 0
N2=(0 a b]|0 a b|]=]0 a2 200 | =101 1
0 0 a 0 0 a 0 O a? 0 0 1

13



D’ou le systéme :

a = 1 a = -—1

a? =1 1 1

20 = 1 & - 3 ou - T3

b2 +2ac = 0 ¢ = _} ¢ = 1

8 8
1 1 1
2 8

Ainsi, | N2 = T posséde exactement deux solutions Ny = [0 1 % et No = —Nj.

0 0 1

9. Soit M € M3(R). En posant N = P"1MP, on a:

M*=4 & (PNP)’=4 & PN’P'=4 & N?’=P'AP & N?’=T

Iéquation M? = A admet exactement deux solutions : My = PN; P~ ! et My = —M;. ‘

Ainsi,

10. La matrice nulle n’est pas solution de I’équation M? = A d’inconnue M € M3(R).

Alinsi, | ’ensemble E n’est pas un espace vectoriel.
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