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Corrigé du DM 2

1. Ensemble de définition de ¢

Dgp = {l’ € R; 2z € Dy et sin(2$) S DArcsin}

Nous savons que Arcsin est une fonction impaire, définie sur [—1, 1] ; ainsi, ¢(x) = Arcsin (sin(2x))
est donc définie si et seulement si sin(2z) € [—1, 1], ce qui est toujours vérifié.

La fonction sin étant impaire, ¢ est composée de fonctions impaires donc ¢ est impaire :
o(—x) = Arcsin(sin(—2x)) = Arcsin(— sin(2z)) = —Arcsin(sin(2x))
sin étant périodique de période 2, alors z — sin(2z) est w-périodique :
o(x + ) = Arcsin(sin(2z + 27)) = Arcsin(sin(2z)) = ()

Donc ¢ est périodique de période 7.
Ainsi, | ¢ est définie sur R, impaire, périodique de période 7. ‘
2. Expression simplifiée de ¢

Soit Arcsin(z) est I'unique 6 € [—

2, %] tel que sin(6) = x.
a) Lorsque ¢ € [0, %], on a 2t € [0, 5] et donc sin(f) = sin(2¢) donne Arcsin(sin(2t)) = 2t

b) Lorsque t € [%, g], on a 2t € [g,ﬂ] et donc sin(f) = sin(2t) = sin(m — 2t) avec m — 2t € [O, g] ce
qui donne Arcsin(sin(2t)) = 7 — 2t.

2t site |0,%
Ainsi, ¢ vérifie donc : | ¢(t) = _ [0, 7]
T—2t site [T, 7]

3. Allure de la courbe représentative de ¢

On vient de définir 'expression de la courbe ¢ sur [O; g} Comme ¢ est impaire, on en déduit

T T . . .
la courbe sur [—5; 5} par symétrie par rapport a l'origine. De plus, ¢ est m-périodique, donc on

_>
déduit le reste de la courbe par translation de vecteur w ¢ .
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4. Domaine de définition de f

2x 2z
Dy = {1‘ € R; 11 a2 € DArcsin} = {ﬂﬁ € R;m € [—Ll]}

Soit x € R.
2z 2z 2
— c|-1,1] & <1l & |2z|<1
& 4r? < (1+22)? t — /t est une bijection croissante de R

& 1-2242">0 & (1-2%H2>0

Ainsi, |Vz € R, 22| <1+ 2% et Dy =R.
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5. Parité de f
Soit € R, alors —x € R et comme Arcsin est impaire,

f(—z) = Arcsin <1j-(_w))2) = Arcsin (—1?2) — —Arcsin (1_2:"2> = —f(x)

(—x x

f est impaire. ‘

6. Simplification de lit;flgt Soit t € | -2, % :

Ainsi,

2tan(t)  2sin(t) 1 _ 2sin(?) cos?(t)

1+tan?(t)  cos(t) 1 1 SinZ((i)) ~ cos(t) cos?(t) + sin?(t)

= 2sin(t) cos(t) = sin(2t)

2tant

f(tan(t)) = Arcsin (1—|—tan%

> = Arcsin(sin(2t)) = o(t)

—g, g [, m = sin(2t) et f(tan(t)) = (t).

7. Expression de f avec ¢ et Arctan
Par propriété de la bijection tan de ]—g, g[ sur R : Vt € ]—g, %[

Ainsi, |Vt € }

r=tan(t) < t= Arctan(z)

Alinsi,

¥z € R, f(x) = p(Arctan()).|

8. Variations de f
D’apres 2) et 3), le tableau de variations de ¢ est :

R S N S
™
2
/ N\
o(x) | 0 0 0
N\ /
s
2
De plus, Arctan est impaire et croissante sur R avec lim Arctan = T et Arctan(—1) = —%.
—0o0

Ainsi, par composition de fonctions, le tableau de variations de f est :

—_

x —00 —1 0 +0o0

ol

9. Extréma de f

D’aprés le tableau de variations, f présente un maximum en 1, égal & 7, et un minimum en —1,
P N i
égal & —3.

10. Dérivabilité de f
#1

Arcsin étant dérivable sur | — 1, 1] ainsi, f est dérivable en tout = tel que

x
1+ 22

(2x:1+x2 & le) et (23::—1—302 & a::—l)

Ainsi,

f est donc dérivable sur R\{£1}. ‘
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11. Calcul de [’
Meéthode 1 : Considérons f = o Arctan : f’(z) = Arctan’(z)¢’(Arctan(z))

—Ev_ﬁ si S ,—]_
, 2 site]|-%,%] -3, -1l ?x] o0, =1
Q(t) = et Arctan(x) € }—E E[ sixe]l—1,1]
-9 SitE[—%,—%[oute]g,%] 404 : )
2 =550 staell, 4ol
11 2 SixE]—Ll[
Ainsi, | f'(z) = 1+9§
1.2 si x €] — oo, —1[U]1, +00[
2x
Méth 2 : idé = Arcsi P — :
Méthode 2 : Considérons f(z) TCSIH<1+x2) osons u(x) 11 22
2(1—a? 2 (1 — a2 1
oy 202 e
(1+22) (1+22)* /1 —u?(z)
1—a22\? pe ~
Onal—uQ(x):...:<1+x2> et donc u/(z) Arcsin’(u(x))
T
1 2
P P AR
-/ _ - e _
Arcsin’(u(z)) = <1—x2) - T 2
12 sil—xz<0
2(1—a?)1+22 2

Il vient, si x €] — 1, 1[ c’est-a-dire 1 — 22 > 0, alors f'(z) = Q1P -2 =172
Si z €] — 0o, —1[U]1, 00| c’est-a-dire 1 — 22 < 0 alors f'(x) =
On retrouve ’expression précédente.

En particulier, f/(z) > 0six €] —1,1[ et f'(z) < 0si z €] — 0o, —1[U]1, 00[, ce qui est cohérent
avec les variations de f obtenue & la question 8).

12. Dérivabilité en +1
f est continue sur R. En particulier f(1) = Arcsin(1) = 7.
Considérons la limite de f en 1~ et 17 :

142

2 2
"(z) = —1 et fl(z)=-— — —1
f (x) 1+ 22 2-1 © f (:C) 14+ 22 z—1
<1 z>1

donc f n’est pas dérivable en 1, mais on peut dire que f est dérivable & gauche (fy(1) = 1) et &
droite (f}(1) = —1). Cy posséde donc deux demi-tangentes en 1 : & gauche de 1, une demi-tangente
d’équation y = (z — 1) + 5 ; & droite de 1, une demi-tangente d’équation y = —(z — 1) + 3.
Comme f est impaire, on a un résultat similaire en —1.
13. Allure de C;

Notons que f(0) = 0 et f/(0) =2 : Cy a en 0 une tangente d’équation y = 2z. L’allure de Cy est
donc la suivante (avec des points anguleux en +1) :

A

s
2

|
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14. Antécédents de h € ]O, g[ Considérons le tableau de variations de f et h € ]0, g[
Lorsque x < 0, f(z) < 0 donc ’équation d’inconnue z : f(x) = h n’a pas de solution sur | — oo, 0[.
Sur [0, 1], f est continue, strictement croissante, donc d’aprés le théoréme de la bijection, f réalise
une bijection de [0, 1] sur [f(0), f(1)] = [O, g] Alors h posséde un unique antécédent par f sur [0, 1]
noté z1 avec Arctan(zq) € [0, %] :

h = f(z1) = ¢(Arctan(zy)) = 2Arctan(z1) = 1 =tan <Z>

De fagon analogue sur [1, 400], il existe un unique x2 tel que h = f(x2) avec Arctan(zg) € ]%, 5 [ :
h 1
h = f(xz2) = ¢(Arctan(zz)) = m — 2Arctan(xz2) = 2 = tan <7T - > = -
22/ tan(3)

Ainsi, lorsque h € ]0, 5 [, la droite d’équation y = h rencontre Cy en deux points A et B d’abscisses

respectives :
w(3)  mmm ()G
r1 =tan | = et x9 =tan =
PG : 2 ) " tan (})

15. Lieu du milieu de [AB] Le milieu I de [AB] est le point d’abscisse # = #1322 et d’ordonnée
y =h. On a donc :

= 3 (£ o (7)) = L () ) -
(

La fonction h — x(h) est dérivable, de dérivée : z — —

sin?(h)
On en déduit le tableau de variations de h —— x(h) :
h | 0 z
400
(h) N
1

La courbe I décrite par le milieu I du segment [AB], elle est décrite par (z(h), y(h)) pour h € |0, 5 |.

Comme lim y(h) = 0 alors I' posséde une asymptote d’équation y = 0 en +oc.
z(h)—+o0

De plus, 2’'(h) —— 0 donc  lim (2'(h),y'(h)) = (0,1).
h—3% z(h)—17+
h<3

La courbe I" posséde une tangente verticale au point (1, %)

A

B

Figure 3. Lieu du milieu de [AB]



