TP 15- Proposition de solutions

Solution 1 1. Cette fonction retourne True si n est premier
et False sinon.
2. Elle recherche un diviseur éventuel parmi tous les entiers
compris entre 2 et /n.
3. La variable d est incrémentée de 1 a chaque tour de boucle,
ainsi elle constitue un variant. Les valeurs prises sont des
entiers naturels et majorée(par /n + 1) donc en nombre fini :
la boucle while termine en temps fini.
4. Repérons chaque boucle par la valeur de la variable d. Au
début de I'étape repérée par d, un invariant est : "d<\/netn
ne posséde aucun facteur entre 2 et d .
Lorsque la boucle se termine, il y a deux cas possibles (la né-
gation d’un "et" par de Morgan donne un "ou") :

soit d2 > n, alors l'invariant donne que n ne posséde au-
cun facteur (premier) inférieur & \/n donc n est premier et la
fonction retourne True.

soit d divise n, alors n est composé et donc la fonction re-
tourne False ;

Solution 2 Taille binaire

1. Voici un script qui retourne la plus petite puissance de deux
supérieure a n :

def p2(n):
x=1
while x<n:
X=X*2
return(x)

2k-1 < . La complexité est

2. Un invariant de boucle est x =
O(n(n)).
3. La taille binaire donnée par la plus petite puissance de

deux qui est strictement supérieure a n :

def tb(n):
x,p=1,0
while x<=n:
X,p=x*2,p+1
return(p)

Solution 3 1. Compléter 'algorithme suivant qui calcule le
polynéme de Taylor de la fonction sinus
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La récurrence est évidente de par lécriture méme de
Iinvariant.
2. Un invariant de boucle est, pour k € [1,n] :
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3. » Il y a exactement n itérations. La suite (n — k) est stricte-
ment décroissante dans N. L'algorithme se termine.
La variable s contient au début du tour k=n

. x2] +1
;0(" (2j+1)!
2]+1
A la fin de ce tour, elle contient : Z( 1y —— @j+ 1)

J=
La correction est vérifiée.

Solution 4 Exponentiation rapide

1. Suivi des variables lors de ’exécution de algo(-2,13) :

T m p p%2 (test lig.4)
1 2 13 @
) (-2)% =4 6 1
9 24 =16 3 0
(-2)° = -32 28 =256 1 1
(-2)13 = -8192 216 0 1

2.0na:13=8+4+1=23+22+20=1101

On note que les chiffres de I'écriture binaire de n correspon-

dent aux valeurs de p%2 (du bit de poids le plus faible au bit

de poids le plus fort).

3. Notons ry, mp, et p; les valeurs respectives des variables

r, m et p au début de la boucle de rang k.

Montrons par récurrence que pour tout 2k €N, rp, m’Zk =x".
Initialisation : elle est réalisée a la ligne 1 par : r; =1,

mi=x et p; =n. Ainsi,

rlm1 =1xx"=x"
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La relation est vrai au rang 1.

Hérédité : considérons un rang 2 = 1 et supposons que
ry mit =",
Il y a une alternative concernant la parité de p (ligne 4) ;
procédons par disjonction de cas :

soit py, est impair ; il existe j e N tel que pr =27+1:

'yl = Tpmyg
mrpy1 = mi
Pr+1 = J

Ph+1 _ 2\ _ 2j+1 _ Pk
donc rpyq m —rkmk(mk) =rpm, " =rpm,

soit pj, est pair ; il existe j € N tel que pj =25 :

Tk+1 = Tk
_ 9
Mmpy1 = my
Pr+1 = J
Pr+1 _ 2V _ 2] _ Pk
donc i1 mptit =ry(my) =rpmy’ =ry m}

Dans les deux cas, 'hypothese de récurrence permet d’établir :

Pr+1 _ Pr _ .n
Thel My 7 =Tp M, =X
Donc la relation est vérifiée au rang & + 1
Conclusion : rm? = x™ est un invariant de boucle pour algo
4. La fonction algo se termine avec p de valeur nulle, et re-
tourner :
0

X"=rmP=rm’=r

Ainsi, 'expression retournée par algo est x”.

Remarque : Cet algorithme s’appelle 'exponentiation
rapide.

5. La variable p est un variant de la boucle : la suite de ses
valeurs est strictement décroissante d’entiers naturels et donc
prend un nombre fini d’états. Ainsi, algo termine en temps
fini.

6. Evaluation de la complexité de algo :

Les opérations a chaque tour sont (au maximum) : 2 multi-
plications, 2 divisions euclidiennes, 1 comparaison et 3 affec-
tations.

Considérant ces opérations usuelles comme référence, la com-
plexité de algo va dépendre du nombre de boucles effectuées.

La question 2) nous suggere de considérer la longueur de
Pécriture binaire de n.

Autrement dit, considérant la variable p, initialisée a n, le
nombre de boucle correspond au nombre de fois que I'on peut
diviser n par 2 :

min {k;2* > n}
Ona:
In(n)

ot > i)
=n n@)

< kEIn@2)zIn(n) < k=

Ainsi, la complexité temporelle de algo est @(In(n)).
7. Version récursive de algo :

Version récursive

def algo_R(x,n):
if n==0:
return(l)
elif n%2==1:
return(xalgo_R(x*x,n//2))
else:
return(algo_R(x*x,n//2))

appel X n%2 sortie

(-2,13) -2 1 (-2)8+4+1 = (—2)18
(4,6) (-2)2 =4 0 (—2)8+4
(16,3) 24 =16 1 (-2)8+4

(256,1) | (-2)®=256 1 (-2)

(X,0) X X 1

le tableau se remplit en descendant sur les appels

(colonnes de gauche), puis en remontant sur la sortie (colonne
de droite).
8. Lécriture binaire de 100 est : 100 =(1100100)y

A].OO — (A2)2 x ((32)2)2 XC2
M~ ——
=B —C
Ce qui donne 8 produits.
Vérification : A2 x A2® x A2° = A4+32+64 _ 4100,

9. La méthode de Horner consiste a factoriser depuis
I'intérieur pour optimiser le calcul des puissance :

p
P=) 0 X" =(((0pX +bp )X+ +b2)X +b1)X + by
k=0

Comme 100 =(1100100)9, il vient :
A0 = (A% x A)2)?)? x A)?)?

Ce qui donne aussi 8 produits.
Vérification A((2+1)><2x2x2+1)x2x2 :A((3x8+1)><4) :AIOO.

Lycée Saint-Exupery — maffre.saintexupery@gmail.com — MPSI



