MP 2023-2024 Devoirs d'éké Mantes

Le passage MPSI —> MP

Durant cette belle année en MPSI, vous avez découvert de grands domaines des mathématiques. Algébre matricielle,
algebre abstraite... Définition de nouveaux nombres ou fonctions par des sommes de séries ou par des intégrales...
Analyse a une ou plusieurs variables réelles... Une sacrée introduction aux probabilités, qui n'est que le début d'une
histoire dont on va vous parler longtemps (les notions de certitude, incertitude, risque structurent notre regard

scientifique sur le monde qui nous entoure).

Vous avez aussi appris ce que veut dire travailler en mathématiques. Seul devant une page blanche, ou a plusieurs pour
se motiver (au tableau par exemple). Vous avez découvert la difficulté, mais aussi I'élégance, et je I'espére : le plaisir, de
faire des mathématiques. Les mémes mécanismes de raisonnement, les mémes questionnements, s'appliquent a tous

les champs de notre discipline.

L'an prochain vos professeurs seront la pour vous aider. Pour vous en convaincre, ils vous proposent quelques travaux
d'été. En mathématiques, j'ai sélectionné des débuts de problemes posés aux concours, tous abordables par un éleve

de premiére année. La difficulté va croissante.

Pb 1 : Algebre linéaire (trouver une base adaptée a la résolution d’un probléme).

Pb 2 : Calcul matriciel élementaire (révisions).

Pb 3 : Calcul de projetés orthogonaux tres simples.

Pb 4 : Etude élémentaire de la moyenne arithmético-géométrique.

Pb 5 : Formule de Taylor-Lagrange, et inégalité de Kolmogorov.

Pb 6 : Un probleme d'analyse linéaire : le cours d’algébre linéaire s'invite dans un probleme d’analyse.
Pb 7 : Premiere étude de la suite logistique.

Pb 8 : Fonctions absolument monotones, fonctions tangente

Pb 9 : Calcul de la somme d'une série grdce a une expression intégrale de cette somme.
Enfin en probabilités :

Pb 10 : Etude de la loi hyper-géométrique (loi classique).

Pb 11 : Tirage dans une population avec une sous-population d'individus V.I.P.

Pb d’algébre générale . Autour de l’irrationalité

Pb d’algébre linéaire : Matrices de trace nulle, commutateurs.

Pb d’algébre euclidienne : Etude des polynémes de Legendre.

Pb de synthese -  Sur les valeurs {(2n) de la fonction zeta aux entiers pairs.

Il faut absolument entretenir vos connaissances pendant les vacances. Reprendre les DM et DS de |'année avec

I'objectif (puisque pour ceux-la le corrigé est déja disponible), de les finir et de les assimiler.

Je ne veux pas vous mentir : I'an prochain votre réussite dépendra directement de vos efforts. En particulier dans la
direction la plus ingrate du travail de I'étudiant : étudier son cours, et |'étudier encore, jusqu'a savoir les résultats par
coeur, et savoir expliquer comment ils se démontrent (c’est-a-dire savoir pourquoi ils sont vrais).

Un conseil : dégagez les définitions et résultats essentiels (énoncés précis), sur des fiches de mémorisation
Exemples : Définitions et résultats essentiels d'algébre linéaire... Résultats sur la dimension finie... Propriétés générales
et calculs classiques de déterminants... Propriétés de I'intégrale sur un segment... IPP et changements de variable...

Un critere pour juger de l'importance d'un énoncé : s'il faut I'utiliser dans l'une des questions de ce fascicule, c'est a

savoir absolument (on nous pose une question et la réponse est dans le cours !).

%
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Probléme 1

S oit E un espace vectoriel réel de dimension 3, de base (e, €, €3), et soit u 'endomorphisme de E de

1(1 1 1)
A==(1 1 =
2\4 —4 2

Partie | — « Diagonalisation » de u

matrice :

1. Déterminer une base (e{) dus.e.v. ker(21+u).
2. Déterminer une base (eé, eé) du s.e.v. ker(I—u).
3. Démontrer que (e{,eé, eé) est une base B'de E.

4. Etablir que la matrice de u dans B’ est diagonale.

Partie Il — Endomorphismes v qui sont des « racines carrées » de u

2:

5. Analyse du probléme : on suppose qu'un endomorphisme v vérifie : v = u (racine carrée de u)

a) Démontrer que u et v commutent : uev = vou.
b) Démontrer que u(v(ei)) = 2v(e)).

c) Qu’en déduit-on pour le vecteur v(e;) ?

d) Démontrer que u(v(eé)) = v(e)).

e) Qu'en déduit-on pour le vecteur v(e;) ?

f) Justifier la méme propriété pour le vecteur v(e3).

g) La matrice de v dans la base B’ est donc de la forme K = . Calculer K2.

S O R
Nno= O
~ <2 O

6. Synthése

Existe-t-il des endomorphismes v vérifiant v2 =u ? Quels sont-ils ?

%
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Probléme 2

O n définit les matrices d’ordre 3 :
1 23 023
A={0 1 2), N=(0 0 2|, etenfin I=L
0 01 000

Partie | — Deux calculs de A"

Premiére méthode

1. Calculer N2, N3, et enfin N" pour tout n>2.

2. a) Exprimer A" en fonction des matrices I, N, N2 et de n (on écrira A=I+N et on utilisera la formule du
bindbme).

b) Achever le calcul de la matrice A”.

Deuxiéme méthode

On considére trois suites (a,,), (b,), (c,) vérifiant le systéme de récurrences :

A, = a,+2b,+ 3c,
bn+1 = bn + 2Cn

Cny1 = Gy
3. Donner I'expression de ¢, en fonction de la constante c,.
4. Quelle est alors la nature de la suite (b,) ? Donner son expression en fonction de b, et de n.

5. @) Ecrire la relation a,,, = a, +2b, + 3c, en remplacant b, et ¢, par leurs valeurs (obtenues aux

questions 3 et 4).
b) Chercher une solution particuliére de la forme an’+fn

¢) Ecrire la relation de récurrence vérifiée par a,—(an?+pn), et en déduire a, en fonction de n.

Partie Il — Trois calculs de A™
6. Justifier que A est inversible. Calculer son inverse par la méthode du pivot.
7. Développer (I+N) - (I-N+N?) et en déduire A7

8. a) Déterminer une relation de la forme :

aA3+bA2+cA+dI=0.

b) En déduire A7

%
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Probléeme 3
Calcul de distances euclidiennes simples

O n suppose que E est un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, muni d'un produit scalaire que
I'on notera (- | - ).

La norme euclidienne associée est, par définition, 'application x = ||lx|| = 1/(x|x).

Si F est un sous-espace vectoriel de E, on note F son orthogonal, et py le projecteur orthogonal sur F i.e.

le projecteur sur F parallélement & F*L.

Enfin, six € E on définit la distance euclidienne de x & F, notée d(x, F'), le réel

d(x, F) =inf{d(x,y) / y € F}

(i) Rappeler I'expression de la distance euclidienne d(x, F') en fonction du projeté orthogonal de x sur F,

noté pF(x). En déduire: d(x,F) = ||pFl(x)||, ou pFl(x) est le projeté orthogonal de x sur FL.

(ii) Cas des hyperplans

Soit 7 un vecteur non nul de E et H 'hyperplan de E orthogonal & n, c'est-a-dire que H = [Vect(n)]*.

Exprimer pour x € E, la distance d(x, H) en fonction de (x| n) et de ||n||.

(¢5i) Le produit scalaire canonique sur M, (R)

Sur E = M, (R) on définit le produit scalaire euclidien canonique, et la norme euclidienne canonique :
Pour toutes matrices A, B € M, (R),

(A|B) = le,-,jsn a; ib; ;

et pour toute matrice A € M,,(R),
1/2

Al = 2. o, ai]

(iii-a) Démontrer que pour A, B € M,,(R), (A|B) = tr(A"B), et aussi (A|B) = tr(BTA) = tr(A B") = tr(BA")

C'est I'expression matricielle par la trace, de ce produit scalaire

On note H I'ensemble des matrices de M, (R) dont la trace est égale a 0.

(iii-b) Justifier que H est un hyperplan de M, (R), et en déduire sa dimension.
(iii-c) Déterminer H*.

(iii-d) Soit M une matrice quelconque de M,,(R), exprimer d(M, H ) en fonction de tr(M ) et de n.

(iv-a) Démontrer que |'ensemble I'ensemble & des matrices diagonales de M, (R) est un s.e.v. de dimension n

En déduire la dimension de 9+,

(iv-b) Préciser d(M, D), en fonction des coefficients de M.

%
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Probleme 4
Moyenne arithmético-géométrique

C e probleme a pour objet I'étude de la moyenne arithmético-géométrique M(a, b) de deux réels positifs a, b. La

fonction RT - R*, x — f(x) =M(l,x) a été étudiée et en plus d'étre de classe Cl elle vérifie f(x) ~

X
2Inx °
Pourtous a,b > 0, on définit deux suites (a,,) et (b,) par:

a,+b
ap=a, by=b, VneN, a,, = "2 =, by1=+/ayb,

Dans le cas particulier ot a =1, on notera u,(x)=a, et v, (x)=>b, pour les suites (a,) et (b,) définies a partir de

a():l, b():x.

Notons que les suites adjacentes u,(x),v,(x) de ce texte sont a l'origine d'un algorithme efficace de calcul des

décimales de 7 (la méthode de Salamin).

| — CONVERGENCE DES SUITES (a,), (b,)

, _ x+y
1. Démontrer: 0<x <y = 0<x <,/xy< >

2. Endéduire, lorsquea#b: VneN, 0Lb,<b, 1 <a,; 1 <a, et a,, 1—b,; 1< %(an—bn).
3. Que dire des suites (a,,) et (b,) lorsque a =b ?

4. Démontrer, dans tous les cas, que les suites (a,,) et (b,) convergent, vers la méme limite.

On note M(a, b) la limite commune de ces deux suites.

Il — LIEN AVEC LA FONCTION f
Démontrer :
5. Pourtousa,beR™, M(a,b)=M(b,a).

6. PourtoutnygeN, M(a b,,o):M(a,b).

ny’
7. Va,beR', VieR"Y, MUa,ib) = AM(,a).
En déduire :

8. Pourtousa,beR" aveca #0, ona M(a,b):af(%).

Il — CONTINUITE DE f

9. Démontrer que pour tout n €N, les fonctions x = u,,(x) et x = v, (x) sont continues.

10. Etablir, pour toutn>1:
Vx>0, 0<u,(x)—f(x) <27 1-x].

11. Démontrer, pour tous x, xo €R™ :
| f)=f o) | < 1F ) —uy() |+ [uy(0)—uy(xo) | + 1 f (x0) =, (x0) |

12. En déduire que f est une fonction continue.

%
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IV— ETUDE DE f AU VOISINAGE DE 1

13. Démontrer que pour tout x ERT, ona:

1+x

0<Vx < f) <=

14. En déduire que la fonction f est dérivable en 1.

Nous allons admettre la dérivabilité et la classe C' de fsur lintervalle 0, +ool.

V—ETUDEDE f EN 0 ETEN +00

J@)

15. Calculer f(0), et la limite en 0 de — La fonction f est-elle dérivable en 0 ?

16. Démontrer que, pour tout x >0 :

f@) = xf(3).

17. Calculer la limite de @ en +oo.

VI — SENS DE VARIATION DE f

18. Démontrer, pour tout n €N fixé, les fonctions x - u,(x) et x —»v,(x) sont croissantes

19. En déduire que la fonction f est croissante.

VIl — REPRESENTATION GRAPHIQUE

Mantes

20. Ecrire un programme Python MAG(x) qui calcule successivement les termes uy, vy, u,v,, etc., et qui retourne

une valeur approchée de M(1,x) a 107> prés.

On pourra utilise la remarque suivante :

0<u,—f(x) <u,—v,

Il suffit donc d’interrompre le calculs des termes successifs lorsque le test 1, —v, < 1075,

21. A l'aide de ce programme, donner un tableau de valeurs de f (x) pour les valeurs suivantes de x :

001t 01 02 04 06 08 2

22. Donner une représentation graphique sur [0, 3] de la fonction f, ainsi que des fonction :
1+x

x|—>\/; et X = >

A vos Ptu,me.s
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Probléme 5

Partie A — Démonstration du théoreme de Taylor-Lagrange

N ous allons démontrer le théoréme suivant :

Soit une fonction f : [a,b] — R de classe C" sur [a, b] et n+1 fois dérivable sur la, b[ , alors :

%) (n+1)
19 g o L) gy

il existe ¢ € la,b[ vérifiant:  f(b) = Z (n+1)!
n+1)!

1. Dans cette question nous définissons une fonction ¢4 en posant, pour tout x € [a, b]

(k)
Pa0) = Fb) Zf D -k + (b—xy*!

(n+1)!

(a) Justifier que la fonction ¢, est continue sur [a, b].

(b) Justifier ensuite que @4 est dérivable sur la, b[ et calculer g} (x).

2. (a) Trouver la valeur de A de fagon que goAO(a) =

Désormais, on se limite a cette valeur de A et on note ¢ la fonction ?,
0

(b) Justifier qu'on peut appliquer a ¢ la théoreme de Rolle sur [a, b].

(c) Conclure.

PARTIE B — Constante de Kolmogorov pour un intervalle ]a, + oo

Pour un réel a fixé, on considére une fonction f : ]a, +oo[ = R de classe C2. On suppose que les fonctions

f et f”sont bornées, et on pose (notations classiques) :

My= sup |f@| et My= sup [f'@I.

x€la,+oo[ x€la,+oo[
L'objectif de cette partie est de prouver quef’ est également bornée, et que :

<2 M, ou M;= sup [f(¥)]

x€E€la,+oo[

3. Fixons xy € Ja, +oo[ et h > 0. On pose x = xy+ h.

(a) Justifier qu'il existe ¢ € |xq, x[ vérifiant: f(x) =f
2M0 hMy

(b) En déduire que | f'(xg)| < >

4. En déduire alors que la fonction f” est bornée sur Ja, +oo[. On pose alors

My = sup [f'(x)].

x€la,+oo[
5. Pour desréels A, B > 0 fixés, on pose ¢ (h) = %+hB.

Etudier les variations de ¢ sur 10, +oo[

En déduire un minorant de ¢ sur 10, +ool.

6. Conclure.

%
A vos ptu,me.s ! 204




MP 2023-2024 Devoirs d'éké Mantes

Probléme 6
O n note E I'espace vectoriel des fonctions R — R indéfiniment dérivables.
On note D I'application définie sur E, et a valeurs dans E, qui a toute fonction f € E  associe
D(f)=f". Onnote Idg l'identité de E.
On fixe un réel a #0, et on note F, I'ensemble des fonctions de E de la forme :
x> P(x) e +Q(x)e "

ou P et Q sont des polynémes de degré inférieur ou égal a 1. Enfin Id,, est I'identité sur F, .

1. a. Montrer que F, estun s.e.v. de E.

b. On considére les fonctions suivantes :

ax —ax —ax

fiix—e* hHixxe fHixee fiixxe

Montrer que cette famille est une base B de E.

2. On note D, la restriction de I'endomorphisme de dérivation D a F, ; c'est-a-dire que pour toute f € F,,
ona D,(f)=f.
a. Montrer que D est un endomorphisme de E.
Déterminer son noyau et son image.

b. Montrer que D, est un endomorphisme de F, .

c. Déterminer la matrice M, de I'endomorphisme D, dans la base B.

d. Prouver que la matrice M, admet une matrice inverse.

3. On note D2 I'endomorphisme de F,, définie par D2(f) = f" pour toute fonction f € F,.

a. Déterminer, en discutant suivant la valeur du réel a, le noyau de I'endomorphisme :
®=D2-)1d,
b. En déduire son rang.

On pourra utiliser le cours sur les équations différentielles.

4. Déterminer une base du noyau de D2—a?1d,, ainsi qu'une base de son image.

%
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Probléme 7

Etude de la suite logistique

Partie | — Généralités sur les suites définies par itération

S oit /un intervalle réel, et f : I — I'une application. On définit une suite (¢,,) d’éléments de / par:
ug€l et VvneN, u,  =f(u,).

Onsuppose: I = [a,b] pour deuxréelsa < b et festune fonction de classe C.

Démontrer les assertions 1, 2, 3, 4 :

-1- Sila suite (u,,) converge vers ¢ alors £ est un point fixe de f, c’est-a-dire que 'ona f(£) = 7.
-2- Si | f'(¢)] > 1, démontrer que la suite (#,,) converge vers £ ssi u,, = ¢ a partir d’'un certain rang.

-3-a) Si | f'(Z)| < 1, démontrer que la suite (u,,) converge vers ¢ a condition de choisir u( dans un certain intervalle

J Cla,b].

-3-b) llexistek €10,1[ telque: Vn €N, |u,—¢| <k |uyg—-7].
-4- Si | f'(Z)] = 1 onne peutrien dire :
a) Pourug = % et f :x — sinx, établir que f'(0) =1 etlasuite (u,) converge vers 0.

b) Pour u0=% et fix - x2+In(14x), établir que O est le seul point fixe, f'(0) =1 et (u,,) diverge vers +oo.

-5- Dans cette question on suppose qu'il existe k € |0, 1[ vérifiant :
Vx €la,bl, |f()|<k
a) Démontrer que fadmet un unique point fixe .

b) Démontrer que (i,,) converge vers £, quel que soit la valeur de ug € [a, b].

ON POURRA UTILISER LIBREMENT LE LEMME DE CESARO :

ap+...+apy

Si une suite réelle (a,) a pour limite 1 € R, alors la suite (b,) définie par Vn €N, b, = . a pour limite .

n+1

OU (AU CHOIX) LE LEMME DE L'ESCALIER :
. —_ . a
Si une suite réelle (a,,) vérifie lim (a,,1—a,) =1 €R, alorsona lim 2=
n—+co n—+oo

REM  Ces résultats restent valables si I'on prend des suites complexes, et A € C.

%
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Partie I — Introduction a la suite logistique

Onnote/ = [0, 1]. Pour a € ]0,4[ on définit la fonction f, : x = ax(1—x). Soitenfin la suite (u,,) :

up €l et Vv €N, u, 1 =f,(u,) =au,(1-u,).

-6- Etudier les variations def, etjustifier qu’elle laisse stable I'intervalle = [0, 1].

La suite (u,,) est donc bien définie pour toutn € Netona: VneN, 0<u, <1

-7- Etudier les points fixes éventuels de f;, i.e. résoudre I'équation f,(x) = x.

Partie llll — Premiercas: a € ]0, 1]

-8- Démontrer que dans ce cas la suite (u,,) converge vers 0.

-9- Siug#0 et ug#1:
a) Prouver que pour toutn, u, > 0.

b) ATlaide dulemme de I'escalier, montrer que In(x,,) ~ (Ina)n.
n—+oo

c) Justifier que la série X u,, converge.

d) En déduire qu'il existe A > Otel que u, ~ Aa"

n—+oco

Partie IV — Deuxiémecas: a =1

-10- Démontrer que la suite (#,,) converge vers 0.

-11- Siug #0 et ug # 1:
a) Prouver que pour tout n, u,, # 0.

b) Prouver qu'il existe un réel # (dont on donnera la valeur), tel que la suite v,, = uf - uf converge vers un réel non

+1
nul.

c) Appliquer le lemme de I'escalier, et donner un équivalent de u,,

%
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Probleme 8
Un développement de la fonction tangente

Partie| Premier pas

, . L e . sin x
1. Déterminer I'ensemble de définition D, de la fonction tan : x —tan x = o5 x

. Préciser sa période.
2. Calculer la fonction dérivée, et représenter graphiquement la fonction sur l'intervalle ]_T”, %[

3. Démontrer par récurrence |'existence de polynémes (T,,),,en Vérifiant :

To(X)=X ; pourtoutn €N, ettoutx € ]_Tﬂ’% : tan(")(x)=Tn(tan X) .

On explicitera la relation de récurrence vérifiée par les T,.
4. Calculer les polynémes Ty, T,, Tj.
5. Démontrer que les coefficients de T, sont des entiers naturels, et que d°T,,=n+1.

6. Appliquer soigneusement la formule de Taylor avec reste intégrale, et prouver qu'il existe une suite (), en d'entiers

naturels tels que :
n

— 1,
vneN, Vxe|=5, 2, tanx:z—kx2k+l+J'
2 2 Ck+1)! o @n+1)!

X (x—t 2n+1
( ) T2n+2(tan t)d[

Partie Il Fonction absolument monotone
Soit [ un intervalle de la forme |—a, a[ ot a > 0. Soit f : I = R une fonction vérifiant les propriétés suivantes :

— 1— f estde classe €%,
— 2— f estimpaire,
— 3— Pourtout n eN¥, pour tout x € [0, a, f(")(x)ZO (fonction absolument monotone).

Enfin pour tout n eN* on note :

X
R, (x)= , J FO) =1yt

n-D! J,

7. Soitx € I et n eN*, démontrer :
(@)

Rn(x)=f nf ) X"+ Ry (x)
8. Soitun réel b>0.

a) Démontrer que la suite (R"(b))neN est convergente.

b) Pourx € [0, b] et n €N*, justifier successivement :

n 1
i = * (n) _yn—1
0 Ri)= o L) SOy (1= du

X" 1
(i) 0<R, (1)< | e -t au
-1,

(i) 0<R,)=() Ry®)

+oo £(n) 0
c) En déduire que pour tout x € |—a,a[, f(x)= 2 f f ) o
n!

k=0

Partie lll Application a la fonction tangente
+00
9. Démontrer que pour tout x € ]_T”, %[ S tan x = Z
k=0

 2kel
k+1)!

%
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Probleme 9 Séries et intégrales

dx.

J-izr/S sin” x

our tout entier naturel n, on pose : U, =
0 €Cosx

Partie | Etude de la suite u,

1. S'agit-il d'une intégrale définie ? d'une intégrale convergente ?

2. Calculer les intégrales ug et uy.

n/3
3. (a) Calculer l'intégrale I,, = J sin” x cos x dux.
0

(b) Ecrire u,» — u,, comme une seule intégrale, et calculer cette intégrale.

(¢) Calculer l'intégrale u;
4. Démontrer que la suite (u,,) est monotone. Peut-on affirmer que cette suite converge ?
5. (a) Déterminer un réel C >0 vérifiant: Vx € [0,%], sinx <C.
2z

zcn,

(b) Démontrer que, pourtoutn,ona: 0<u, < 3

(¢) En déduire la limite de la suite (u,,).

Partie I| Etude de la série de terme général u,

6. Démontrer que la série de terme général u,, est une série convergente.

7. Démontrer que pour toutn €N,
n /3 1= sin"+1 X
Y= | LTI g,
iz o cosx (1—sinx)

/3 1

8. En déduire que la somme S de la série est égale a l'intégrale I = J — dx.

o cosx (1—sinx)

Partie lll Etude de l'intégrale /

On note : I=[ —_—dx.
0 cosx(l —smx)

9. S'agit-il d'une intégrale définie ? D'une intégrale convergente ?

10. Déterminer trois réels a, b, ¢ vérifiant :
1 a b c

Vig (+1 -
ug {1}, -l +w  d-w? T2t 174

11. En déduire la valeur de I'intégrale S.

Mantes

On appliquera le changement de variable u = sin x

Ay
A vos ptu,mes '
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Probléeme 10

l ' ne urne contient a boules blanches et b boules noires, N =a+b. On tire successivement n boules sans remise :

n<a, n<b.

NB — Lors de n tirages successifs indépendants, tous de méme loi de Bernoulli B(p), par exemple n tirages avec
remise d'une boule de I'urne U, la variable aléatoire X égale au nombre de boules blanches obtenues, suit la loi
binomiale %(n, p).

Ici les tirage se déroulant sans remise : ils ne sont pas indépendants. Nous allons déterminer la loi de cette
variable aléatoire X égale au nombre de boules blanches obtenues, appelée loi hypergéométrique (ce nest pas du

tout une loi binomiale).

A- La loi hypergéométrique

4) Lunivers Q est I'ensemble des listes de n éléments distincts tirés dans |'urne U. Etablir que le cardinal de Q est

NN=1..N=n+1) = = (V).

5) Soit un entier k € [[0, n]l, établir que le cardinal de I'événement (X =k) est donné par la formule :

(’Z) ca@=1)...(a—k+1)-b(b=1)...(b—(n—k)+1).

Indication : ily a (Z) choix pour les emplacements des k boules blanches

0(,%)
G n

7) En déduire une expression simple pour la somme (dite de Vandermonde) Z <Z> < b k).
n—
k=0

6) En déduire que pour tout k € [0, n]l, P[X=k] =

B- Calcul de I'espérance
On note X; la v.a. de Bernoulli égale & 1 si le k-ieme tirage ameéne une boule blanche.

8) Démontrer que pour X; le paramétre est p = ﬁ.

9) Démontrer que pour k >2, le paramétre de X, est encore p =aaﬂ (le calcul est trés différent, mais il se simplifie

pour donner le méme résultat).
10) En déduire l'espérance de X, en remarquant que X = Y. X;.

11) Les variables X; sont-elles indépendantes ?

C- Calcul de la variance

12) Pourtout i#j expliquer pourquoi la variable aléatoire Y = X;X; est une variable de Bernoulli.

a(a—1)

13) Mont ! PIX.X.=1]= .
) Montrer qu’on a [lj 1 @ih@tb -

14) En déduire cov(X;, Xj), puis la variance de X.

%
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Probleme 11

O n effectue des tirages successifs avec remise (un individu a la fois) dans une population de N individus notés

aiy, ..., ay. Parmi eux on distingue les individus qy, ..., a,.

On étudie la v.a. X, égale au nombre de tirages pour que les individus aj, ..., a, aient tous été tirés au moins une fois.

(1) On prend dans cette question r = 1.

Déterminer la loi de X; et donner son espérance et sa variance.

(2) (@) Donner I'ensemble des valeurs X, () prises par la fonction X, .

(b) Calculer P[X,=r].

(3) On se propose de calculer P[X,=r+1]. On note A I'événement (X, =r+1), et Ay I'événement : « il faut r+1
tirages pour obtenir les individus aj, ..., a, au moins une fois ET la premiére apparition de a; précéde toujours la

premiére apparition de a;, 1 ».
(a) Exprimer P[A] en fonction de P[Ag].

(b) A est réalisé lorsque les r +1 tirages ont amené ay, ..., a, ainsi qu'un individu b (exactement r +1 individus ont
été tirés).

Justifier que b peut étre I'un quelconque des individus ay, ..., ay a I'exception de a,. .

(c) SoitAg | I'événement : « A est réalisé et b est I'un des individus a,. 1, ..., ay a I'exception de a, ».

Calculer P[Ag 1].

(d) Soit Agj I'événement : « A est réalisé et b est I'un des individus ay, ..., a,_; ».

Calculer P[Ag].

(¢) Endéduire : P[A]= —— . rQN—r—1).
aNTH]

(4) On cherche I'espérance et la variance de la v.a. X,.. On note T; la v.a. au nombre de tirages nécessaires pour que i
individus distincts parmi ay, ..., a, aient été tirés ».

OnposeUy=TyetU;=T;-T,_; 2<i<0).

(a) Interpréterlesv.a. U;. Nous admettrons leur indépendance.

(b) (b-i) Reconnaitre laloi de U; .
(b -ii) Donner E[U;] et VI[U;].
(b - iii) Déduire de ce qui précéde I'expression de E[X,] et V[X,] en fonction des sommes
=Y k.

(b - iv) Obtenir un équivalent de ces deux expressions.

%
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Probléeme d'algébre générale

Autour de l'irrationalité

Partie | — Généralités sur Z[i] et Q1]

OnnoteZ[i]= {fa+ib/a,beZ} et Qlil]={a+ib /a,b € Q}.

-1- Montrer que Z[i] et Q[i] sont stables par addition, et par multiplication.

-2- Démontrer que siw € Qi]etw # 0, alors {}—) € Q[i].

Partie I — Etude d’une suite d'intégrales

1—12)"

1
-3-Pourz € C* et n €N, onnote I,(z) = J' A= ez gy,
-1

n!

(a) Calculer I(z).

(b) Alaide de deux intégrations par parties, calculer /;(z).

4n+6 4
nz—zln+1(1) + Sh@:

(c) Etablir que pourtout n € N, I,,5(z) =—
(d) En déduire, pour tout n € N, I'existence d’'un polynéme A, a coefficients entiers, tel que pour tout z € C¥%,
e“Ap(z) — e CAL(-2)
I(z) = 2ntl

(e) Préciser le degré et le coefficient dominantde A,, .

Partie lll — Un théoréme d'irrationalité

On veut démontrer le théoréme suivant :

Il n’existe aucun complexe 7z € C* tel que z et e* appartiennent tous les deux a l'anneau Qil.

On raisonne par I'absurde et on suppose qu'il existe 7 € C* tel que z et e* appartiennent tous les deux dans Q[i].

-4- (a) Montrer 'existence d’'un entier k € N* tel que, pour toutn € N*, k" [,(z) € Z[i].

On note 7 = % ou A € Z[i] et m € N*. Montrer: m"A,(z) € Z|[il

(b) Démontrer que la suite (k” In(z))ne converge vers 0.

N
Majorer |IL,(z)| par une expression de la forme ﬁ’ ou K est une constante réelle
n!

(c) En déduire que cette suite est nulle a partir d'un certain rang.

%
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V3
36
1
(a) Démontrer que pour tout n > ng, alors J (1- tz)” ch(xt) cos(yt)dr = 0.

0
Prendre la partie réelle dans I,(z) =0

o, 1-(1 -8+
(b) Pour tout n € N, montrer que J (1 =t)"ch(xt) cos(yr)dt > ——————
0 2(n+1)

Minorer ch(xt) par 1, cos(yt) par%, et 1—12 par 1—t.
1
(c) Pour tout n € N, montrer que | J (1 =3 ch(xt) cos(yt)dr| < (1 — 62)" ch(x).
o
Majorer ch(xt) parch(x), cos(yt) parl, et (1—[2)” par (1-6)"

(d) Obtenir une contradiction.

Faire tendre n vers +oo

Partie IV — Quelques preuves d'irrationalité

-6- (a) Démontrer que z est irrationnel.

2

(b) Montrer que e et e~ sontirrationnels. Généraliser.

(c) Montrer que In 2, In 3 sontirrationnels. Généraliser.

%
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Probléme d’algébre linéaire

Matrices de trace nulle

n adopte ici quelques notation propres a ce sujet.
e can = (e, ...,e,) estla base canonique de K". Conformément au programme on identifie K" et M, ;(K')
» Nous noterons I, 'ensemble des matrices diagonales de M,,(K ).
et on rappelle la notation diag(a, , ..., a,)) pour la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les a;
» Nous noterons M, au lieu de M, (K).
» Nous noterons M,? I’ensemble des matrices M € M,, dont les coefficients diagonaux sont égaux & 0.
« Nous noterons M!=" rensemble des matrices M € M, vérifiant tr M = 0.

» Nous dirons qu’une matrice M € M,, est de la forme (S), si:
dA,BeM, tg M =AB - BA.

PARTIE 1 Homothéties

1-1 Montrer que si f est une homothétie, i.e. si f est de laforme f = A Id alors:
pour tout vecteur x € K", Ia famille (x, f (x)) est liée

1-2 Réciproque

On suppose dans cette question que pour tout x € K", la famille (x, f(x)) est lie.

(a) Justifier que pourtouti € {1,...,n}, 34, € K, f(e;) = A;¢;.

(b) Soitalorsj € {2,...,n}, justifier qu’il existe 4 € K, tel quef(ej+e;) = p - (e;+e;).

(c) Prouverque p = 4, = ﬂj et en déduire que f est une homothétie.

PARTIE 2 Etude des espaces 9,, M° , M!=0

2-1 Dimensions
(@) Rappeler la dimension de M, (comme K—e.v.).

(b) Montrer que @n est un s.e.v. de M,, et en donner la dimension et une base.

(c) Procéder de méme pour M,? : on obtient une base votée@l.

(d) On rappelle que la trace est une forme linéaire non nulle sur M, , en déduire que Mffo estuns.ev.de M, eten
donner la dimension.

2-2 Complétion des bases

On remarque que MY € M!=0 oot le fait que M? est un s.e.v. de M!=0

(@) Déterminer le nombre de vecteurs nécessaires pour compléter la base@1 trouvée au 2-1-c, en une base de M,’,zo et
donner des vecteurs qui conviennent effectivement. On obtient ainsi une basei)2 de M,’fo.

(b) Complé‘teria2 en une base de M,,.

PARTIE 3 Espace M,? et forme (S)

1 o .. 0
Soitn € N*et A, = 0 2 s = diag(1,2, ...,n). On définit ’endomorphisme & de M,, :
0O ... 0 n
<: M, -M, , M- AM-MA,

%
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3-1 Déterminer soigneusement, pour i, j € {1,...,n}, Sf(El-’j).

3-2 Image et noyau de &

3-2-1 A I'aide de la question précédente, justifier que Im & = M,?. En déduire le rang de Z.

3-2-2 Soit une matrice M = (m; ;) € M,,.

(@) On note ¢; ; le coefficient général de la matrice A, M. Exprimer c; ; en fonction de m; ;.

(b) On note d; ; le coefficient général de la matrice M A,,. Exprimer d; ; en fonction de m;

(c) Endéduire: ker & =9,.

3-2-3 Démontrer que M, = ker & @ Im Z.

3-3 En déduire que pour toute matrice M € M,? , il existe une et une seule matrice B € M,? telle que
M =A,B—-BA,

i.

PARTIE 4 Espaces M" et M!=°

Soit pour tout n € N*, I'assertion :
(H,) : pour toute matrice M € M,’fo, il existe P € GL,(K), telle que P~'MP e M,?

4-1 Montrer que I'assertion (H;) est vraie.

Prenons nn > 2 et supposons (H,,_,) vérifiée. Essayons d’en déduire que (H,)) est vraie.

4-2 Quedirepour M =07

Désormais on prend M # O et on note u 'endomorphisme de K" de matrice M dans la base canonique.

4-3 Construction d’une base

4-3-1 Peut-onavoiruy = AId ot A € K ?

4-3-2 Prouver I'existence d’un vecteur non nul x; € K" tel que la famille (xl ,f(xl)) soit libre.

4-3-3 Posons x, = u(x,), justifier 'existence de n —2 vecteurs x5, ..., x,, tels que la famille b = (x,, ..., x,,) est une
base de K".

4-4 Changement de base
4-4-1 Que vaut la premiére colonne de la matrice M’ = Mat, («) ?

4-4-2 On note P, la matrice de passage de la base canonique can a la base b, écrire la formule de changement de

base, et donner une relation entre P; , M , M'.

On écrit par blocs M’ = <(‘)/ ‘l/‘]/) ot UeM,, (K)(igne), VE€M,_;(K) (colonne), W € M,_(K).
4-5 Prouver que M’ € M,;zo. En déduire que W € M’f? et qu’il existe O € GL,,_(K) telle que
o-'woem’ .

4-6 Une matrice de passage

a B

On pose P, = <(1) g) etpourZ € M,, onécrit Z = <C D

> ota€eKetDeM,_;.

4-6-1 Donner des relations vérifiées par a, B, C, D pourque l'onait P, - Z =7 -P, =1, .

4-6-2 En déduire que la matrice P, est inversible et préciser son inverse (écrite par blocs).

4-7 Conclusion
4-7-1 Onnote P = P, P, , montrer que P € GL,(K ) et P~'MP € M.
4-7-2 Qu’a-t-on montré dans cette partie ?

%
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PARTIE 5 Résultat principal

Soit M’ une matrice de la forme (S) :
M =A'B'"—B'A".

Soit M une matrice semblable a M’

M =PM'P~! ot P € GL,(K)

5-1 Une implication
5-1-1 Montrer que sous nos hypothéses, M s’écrit aussi sous la forme (S): M = AB — BA.
5-1-2 Montrer que siM € M,tl:0 alors M est de la forme (S).

5-2 Cas particulier

1 0 5

Soit M = (3 0 3 ) Soit u ’endomorphisme de K3 canoniquement associé a M.
21 -1

5-2-1 Trouver une base b = (x| , X,, x3) de K° telle que Mat, (1) € Mg.

5-2-2 Exhiber alors deux matrices A, B € Mj telles que M = AB — BA.

5-3 Cas général
5-3-1 Montrer que si M est de la forme (S) alors M € M,zzo.
5-3-2 Conclure et justifier :
M estdelaforme (S) ssi M € M0

/N

%
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Probleme d’algébre euclidienne

Polynémes de Legendre

O n désigne par I l'intervalle [-1, 1]. Pour tout p €N on note €”(I) I'espace vectoriel des fonctions
réelles de classe CP sur I, et €P(I) celui des fonctions C* sur I.

On notera £ |'opérateur de Legendre, c’est-a-dire I'application :

GXI) — 6°U), [ Z(f) ou
Z(f) estlafonction] - R :

x = Z(f)x)= %[(xz—l)f'(x)] =2xf'(x) + (2= 1)f"(x).
On définit aussi |'application 7 R[X] = R[X] par :
P(P)=2XP +(X*-1)P",

Enfin, on identifie polynéme et fonction polynéme. Alors P est simplement la restriction de & a R[X].

PRELIMINAIRES
On considére les polyndmes U, = (X2=1)" et B, = —— L Un Up=Py=1
n considere les polynémes U, = (X“—1)" et B, = sl qen 2vee =Py =1.

1. Démontrer que les fonctions P, sont paires, et que les P,;, ; sont impaires.

2. Calculer le réel a, égal au coefficient dominant de P,, .

3. Ecrire la formule de Leibniz pour calculer : % [(X—l)” (X+1)"]. En prenant la valeur en 1, démontrer
que P,(1)=1.

4. Calculer les polynémes P, et P,.

PARTIE | « Valeurs propres » de I’endomorphisme de Legendre
Dans cette partie on étudie I'action de & sur l'espace vectoriel & = R[X]. On identifie polynéme et
fonction polynéme. Pourn €N, onnote : A, =R, [X] = {P€P : d°P < n}.
5. Démontrer que £ est une application linéaire.
6. Montrer que si un polynébme P appartient a &, alors le polynéme Z(P) appartient a &,.
Ainsi, Z induit un endomorphisme &, : P, — P, , f + %[(xz—l)f’(x)] =2xf'(x) + (x> = 1)f"(x)
7. Calculer, pourtout k€N, ff(Xk).

En déduire la matrice L, de I'endomorphisme &, dans la base canonique (1, X, ..., X").

Une « valeur propre » de I'endomorphisme Z,, est un scalaire 1 vérifiant: IP € R,[X], P #0 et £, (P)=AP.

8. Déterminer, grace a la matrice L,,, toutes les valeurs propres de &,

9. En déduire 'ensemble des scalaires A vérifiant: 3P € R[X], P #0 et §(P) = AP.

Ces valeurs 4 sont les « valeurs propres » de I'endomorphisme &

%
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PARTIE Il « Vecteurs propres » de I’endomorphisme de Legendre

10. a) Vérifier les relations :
M U, x)=-2m+D)xU,(x)=0 () (=1 U\x)=2nxU,(x)=0
b) Dériver n+1 fois les relations (1) et (2). En déduire que les polynémes P, vérifient :
B) P () = xPy(x) + (n+1) P (x) @ ZP,)=nr+DP,
11. En déduire les polynémes P € R[X], P #0 vérifiant: 31 €R, §(P) = AP.

Ces polynémes P s'appellent les « vecteurs propres » de I'endomorphisme &

PARTIE Ill Distance d’une fonction continue au s.e.v. &,

1
Pour f,g dans Gyl ) on pose (f|g) = J f(t)g(t)de.
-1
12. Démontrer qu’on définit ainsi un produit scalaire sur (). On notera ||f|| =/(f|f).

13. a) Démontrer que pour tousm,n€Nona : (Z(P)|P,) = (P,| ZP,)).

b) En déduire que la famille (P,) est orthogonale, ie. : m<n = (PnIPm) =0.

1
14. Justifier que J P (x)P,(x) c1x=(n+1)@||10,,||2
-1

an
1

1
15. En intégrant par parties, établir : [ Pn(x)zdx =2 - ZJ x P} (x)P,(x) dx.
-1 -1

16. En déduire = [|P,[I*> = 5= .

La famille (P,,) définie par : Pn =4/ 2"; ! P, est donc une famille orthonormée.

17. Soit P € #,, décomposer P sur la base orthonormée (PO, Pl, ey Pn), et en déduire :
IZ,(P)Il < n(n+1).
Etablir enfin : sup {llgn(P)ll ! ||P]| =1} =nn+1).

Pour toute fonction f€€°(I), on note d,(f) la distance de fau s.ev. &, .

18. Exprimer le projeté orthogonal p,(f) de fsur le s.e.v. &, a I'aide des réels

1
() =J F@)P,(x)dx.
-1

19. Justifier : dn(f)2 =|IfI*- Z Ck(f)z-

k=0

20. En déduire que lim ¢,(f) =0

n—+oo

%
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Probléme de synthese

Valeurs de la fonction Zeta aux entiers pairs

Partie | - Etude d’une application linéaire (40min)

ans tout le probléme, on se place dans R[X ].
On considére I'application ¢ : R[X]=>R[X], P — @ (P) ou¢(P) estle polyndme Q ci-dessous :
X

X 2 ¢l
tP(t)dt—xJ P(t)dt+%J P()ds

pourtoutx € R, Q(x) = I
0 0

0
On écrit parfois :

X X X2 1
tP(t)dt—XJ P(t)dt+7J P(t)dz.

Q(X)=J
0 0

0
1 x

1. Justifier que pour toutréel X, Q’(x)= xj P(t)dt - JP(t)dt- ( cf question de cours (A) )
0 0

2. Endéduire Q”(x).

3. Calculer Q(0), Q’(0) et Q’(1).

4. Pourtout n €N, onnote e, lafonction polynéme x> x".

Calculer @(e, )(x) pour neN et xeR.

5. Démontrer que l'application ) est linéaire. (on pourra 'admettre pour la suite)

6. Endéduire quesi P = aye, + ...+ a,e, estune fonction polyndme a coefficients rationnels (i.e. g,,...,a, € Q),

alors la fonction @(P) est une fonction polyndme a coefficients rationnels.

Partie Il - Etude d’une suite de fonctions polynébmes (45min)

On considere la suite (Pn )neN‘ de fonctions polynomes définie par récurrence par :
® Pourtoutréel X, P(x)= %xz —x
® Pour tout entier naturel n=2: P, = @ (P,_1).

7. Calculer P,(x) pour x € R.

1
8. Prouver que pour tout entier n>2, P/{(x)= ,[P"—‘ )dt—P,_ (x) .
0

1
Soit k un entier naturel fixé, k #0, et soit u,(k) = J P,(t) cos(tknt)dt.

0
1
9. Intégrer par parties dans cette intégrale et démontrer: u, (k) = — k_[ Py (t) sin(kzt)dt
o
10. Intégrer de nouveau par parties et démontrer: u,(k) = n—1).

——u

(km)?

11. Calculer les intégrales I = J(;t cos(tkmt)dt et J = fol 12 cos(kwt)dr (par parties).
En déduire u;(k).

12. Exprimer enfin u,(k) en fonction de ketde n.

%
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Partie Il - Prolongement d’'une fonction (25min)

Soit @ la fonction définie sur I'intervalle ]0,%] par [0(1)=—|

13. Démontrer que la fonction @ admet un prolongement continu, et dérivable, en zéro. On le notera 6.

~ b4
14. Justifier que la fonction O est de classe Cl sur [0, E].

F,(x)

15. On note maintenant g, la fonction définie pour tout X€]0,1], par |g,(x) = .
sin(ix)

Justifier I'existence d'un polynéme Q,, vérifiant P,(X ) = X Q,,(X).

Mantes

Exprimer g, (x) alaide de la fonction @ et du polyndme Q,,. En déduire que &, admet un prolongement de classe C'

sur [0,1]. Onlenotera g, .

Partie IV - Le lemme de Riemann-Lebesgue (20min)

Soit f : [0,1] —» R, de classe C!. Pour tout 1 €R, on pose :
1

1) = J F(t) sin(A1) dr.
0

16. Intégrer par parties dans 'intégrale I(4), en dérivant g. On obtient :

SO —f() cos 1
A

() = +J(A)

ou J(4) est une intégrale que I'on précisera clairement.

17. Ecrire I'inégalité de la moyenne pour I'intégrale J(4). En déduire : Alim J(4)=0.
—+o0

18. Démontrer enfin lim /(1) =0.
A—+0o0

Partie V - Utilisation d’'une formule de trigonométrie (10min)

19. Soit N un entier naturel non nul, et soit un réel £€]0,1]. Etablir:

. '
1 N sinQN+1)Z
—+ Z cos(nrzt) = —mz
2 o 2sin(5)

On pourra multiplier le membre de gauche par sin %t .

Puis, utiliser la transformation d'un produit de la forme sina cosh en une somme faisant intervenir sin(a +b) et sin(a —b). Vous

obtiendrez une somme télescopique.

Ay
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Partie VI - Expression intégrale de la somme partielle (10min)

20. Utiliser le résultat de la partie V pour établir :

N 1 N 1 1 1 1
Y — = w0 = —I 3,(t) sin[(m+)ze]de ——J P,(1)dt
S ko g 2)p ™ : 2)p "
Partie VII - Séries de Riemann d’exposant pair (20min)
N
21. Utiliser ce qui précéde pour démontrer que pour tout entier 72 = 2, la suite Sy = Z % converge et a pour
k=1k

limite (on dit pour « somme ») :

+oo n 1
2 1 :_7722 JR:(t)dt
0

1
22. Pourtout n € N* ,onpose r = —%JP"(t)dt . Démontrer que 7, estun nombre rationnel.
0

23. Calculer 7, et 7;.

24. Qu’a-t-on démontré dans cette derniére partie ?

%
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