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Corrigé du DM 1

1. Ensemble de définition de ¢

D, = {z € Rjax € Dy et sin(2x) € Daresin }

Nous savons que Arcsin est une fonction impaire, définie sur [—1, 1] ; ainsi, ¢(x) = Arcsin (sin(2z))
est donc défini si et seulement si sin(2x) € [—1, 1], ce qui est toujours vérifié.

La fonction sin étant impaire, ¢ est composée de fonctions impaires donc ¢ est impaire :
@(—x) = Arcsin(sin(—2x)) = Arcsin(— sin(2x)) = —Arcsin(sin(2x))
sin étant périodique de période 27, alors x +— sin(2z) est w-périodique :
o(z + 7) = Arcsin(sin(2z + 27)) = Arcsin(sin(2x)) = ¢(x)

Donc ¢ est périodique de période 7.
Ainsi, | p est définie sur R, impaire, périodique de période 7. ‘

2. Expression simplifiée de ¢
Soit Arcsin(z) est I'unique 0 € [—g, g] tel que sin(f) = .
a) Lorsque ¢ € [0,%], on a 2t € [0, Z] et donc sin(f) = sin(2t) donne Arcsin(sin(2t)) = 2t

b) Lorsque t € [5, %], on a 2t € [5,7| et donc sin(f) = sin(2t) = sin(m — 2t) avec m — 2t € [0, 5] ce
qui donne Arcsin(sin(2t)) = 7 — 2t.

2t ite |0,%
Ainsi, ¢ veérifie donc : |¢(t) = S% [ 4]
T — 2t 31256[%,%]

3. Allure de la courbe représentative de ¢

77
On vient de définir I’expression de la courbe ¢ sur [0; 5] Comme ¢ est impaire, on en déduit
T L e o
la courbe sur [—5; 5} par symétrie par rapport & l'origine. De plus, ¢ est m-périodique, donc on

déduit le reste de la courbe par translation de vecteur 7 ¢ .
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¥ = @(x)
31 _n LI Y ”
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4. Domaine de définition de f

2x 2x
Dy = {513 €R; 112 € DArCsin} = {ﬂc eR; 1122 €[-1, 1]}
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Soit x € R.
2z 2z
——e[-11] & <1 & [22/<1+2°
1+ 22 [ ] ‘1—|—$2 - o] <1+
& 42’ < (14 22)? t = /t est une bijection croissante de R

s 1-22242">0 < (1—962)220

Ainsi, |Vz € R, [22] <1422 et Dy =R.

5. Parité de f
Soit x € R, alors —x € R et comme Arcsin est impaire,

f(=x) = Arcsin <—%> = —Arcsin (%) =—f(z)

Ainsi,

f est impaire. ‘

6. Simplification de 1-2&2:1515 Soit t € | -3, %[ :

2tant  2sin(t) 1 _ 2sin(?) cos?(t) . .
Lttan®t — cos(t) 14 S0 cos(t) cos?(t) +sin’(t) 2sin(t) cos(t) = sin(21)
) 2tant L
f(tan(t)) = Arcsin (W) = Arcsin(sin(2t)) = ¢(t)

=sin(2t) et f(tan(t)) = ¢(t).

2tant
Ainsi, Vte}—ﬂ ﬂ{, a

2°20" 1+ tan?t
7. Expression de f avec ¢ et Arctan
Par propriété de la bijection tan de ]—%, 5 [ sur R : Vi € ]—%, %[

r =tan(t) < t= Arctan(x)

Ainsi, |Vz € R, f(z) = p(Arctan(x)). ‘

8. Variations de f
D’apreés 2) et 3), le tableau de variations de ¢ est :

s ™

bl

NTEINE

e(x) | 0 0 0

—00
Ainsi, par composition de fonctions, le tableau de variations de f est :

T
De plus, Arctan est impaire et croissante sur R avec lim Arctan = —3 et Arctan(—1) = —
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9. Extréma de f

D’apres le tableau de variations, f présente un maximum en 1, égal a 7, et un minimum en —1,
4 N T

égal a —73.

10. Dérivabilité de f

Arcsin étant dérivable sur | — 1, 1] ainsi, f est dérivable en tout x tel que #1

72

(2:E=1—|—:E2 = le) et (Zx:—l—xz = :E:—l)

Ainsi,

f est donc dérivable sur R\{+£1}. ‘

11. Calcul de f’
Meéthode 1 : Considérons f = ¢ o Arctan : f'(z) = Arctan’(z)¢’(Arctan(z))

—x [ size]—oo,—1
, 2 site]-T, I s 1 ?x] 00—l
o' (t) = 2 site[-%-%[onte]s 1] et Arctan(z) € ¢ |-F, %[  size€]—1,1]
-2 s —IZ —Zlou 2z .
20 4 42 |-%,5] size€ll,+oo]
2 .
T o7 size]—1,1]
Ainsi, | f/(z) = +‘g
—m Sle]—oo,—l[U]l,-i-oo[
) . L Arcsi 2x 2r
Méthode 2 : Considérons f(z) = Arcsin T2 . Posons u(z) = a2
2 (1 — 22 2 (1 — 22 1
u'(m):---:(—xQ) f'(x) = ( xz)
(14 22) (1+2?) 1 —u?(z)
u'(x) Arcsin’ (u(z))
1—22 2
20N
Onal—u(m)——<m> et donc
1 2
e % sil—22>0
Arcsin’(u(x)) = — | = 2
1—1’2 ]-+-'E . 2
—m sil—xz<0
2(1—2?) 1422 2

Il vient, si z €] — 1, 1] c’est-a-dire 1 — 22 > 0, alors f'(z) =

(1+22)°1-22 142
Si x €] — 0o, —1][U]1, 00| c’est-a-dire 1 — 22 < 0 alors f'(x) =
On retrouve l'expression précédente.

En particulier, f/(z) > 0siz €] — 1,1[ et f'(z) < 0si z €] — o0, —1[U]1, 00[, ce qui est cohérent
avec les variations de f obtenu a la question 8.

12. Dérivabilité en +1

1422

[ est continue sur R. En particulier f(1) = Arcsin(1) = 7.
Considérons la limite de f en 1~ et 17 :
f@) =y =1 et )= 1
v 1422 a1 ¢ = 1422 -1
<l z>1
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donc f n’est pas dérivable en 1, mais on peut dire que f est dérivable a gauche ( fé(l) =1) et a
droite (f}(1) = —1). Cy posséde donc deux demi-tangentes en 1 : & gauche de 1, une demi-tangente
d’équation y = (z — 1) 4+ 5 ; a droite de 1, une demi-tangente d’équation y = —(x — 1) + 3.
Comme f est impaire, on a un résultat similaire en —1.
13. Allure de Cy

Notons que f(0) =0 et f'(0) =2 : Cs a en 0 une tangente d’équation y = 2z. L’allure de Cy est
donc la suivante (avec des points anguleux en +1) :

A

B

-4 -3 -2 -1 ) 1 2 3

]

14. Antécédents de h € ]0, %[ Considérons le tableau de variations de f et h € ]0, 5 [

Lorsque x < 0, f(z) < 0 donc ’équation d’inconnue z : f(z) = h n’a pas de solution sur | — oo, 0[.

Sur [0, 1], f est continue, strictement croissante, donc d’apres le théoréme de la bijection, f réalise
une bijection de [0, 1] sur [f(0), f(1)] = [0,%]. Alors h posséde un unique antécédent par f sur
[0,1] noté @1 avec Arctan(z1) € [0, 5] :

h = f(x1) = ¢(Arctan(z1)) = 2Arctan(z1) = 1z =tan (g)

De fagon analogue sur [1, +oc], il existe un unique z tel que h = f(x2) avec Arctan(zz) € |7, 5[

h = f(xz2) = p(Arctan(zs)) = m — 2Arctan(xzz) = 2 = tan (g - g) = rnl(%)

Ainsi, lorsque h € }0, 5 [, la droite d’équation y = h rencontre Cy en deux points A et B d’abscisses

respectives :
wn(3) womm () -
r1 =tan | = et ro=tan|——| = —F-<
e ’ 2 ) " (3)

15. Lieu du milieu de [AB] Le milieu I de [AB] est le point d’abscisse z = 2322 et d’ordonnée

y =h. On a donc :
1 h m—h
:r—m(h)—§ [tan <§> +tan< 5 >}

La fonction h —— x(h) est dérivable, de dérivée :

et () 1w (57
() - (5

o (4) - ]

2/ (h) =

N NN e
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On pose z'(h) = ¢(t) = 1 (t — %) = =1 avec t = tan? (4).
Comme h € )0, %[, alors t = 2(% 01etdon(31/1()<0
1 h - _
De plus, :n(h)§ tan 5) < g Tooet x(h) T%> $[2tan (2)] =1
h>0 h<Z

>
o
NTE

1

La courbe I décrite par le milieu I du segment [AB], elle est décrite par (z(h),y(h)) pour h € |0, 5]
Comme lim y(h) =0 alors I" posséde une asymptote d’équation y = 0 en +oo.

z(h)—+4o00
/ I an? (T) = —tan? (T)] = im (2/(h), ¢/ (h)) =
De plus, z'(h) @) 5 {tan <4) tan <4)} = 0 donc x(}gr_r)lﬁ(a: (h),y' (k) = (0,1).
h<i

La courbe I' posséde une tangente verticale au point (1, %)

A

B

Figure 3. Lieu du milieu de [AB]



