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Corrigé du DM 3

Exercice 1

1

Remarque sur le domaine de définition : l'intégrale est définie si g : ¢ — = est continue sur le
e

segment de bornes z et 2. Or g est continue sur R*.

Siz e R* alors 0 € [z,z }, I'intégrale n’est pas définie.

Si x € R* x le segment de bornes z et 22 ([z,2?] ou [z?, z]) est inclus dans R* donc Dy = R.

1. Notons G une primitive de g sur R* alors G est continue, dérivable sur R et

2. x +— x? est dérivable de R% dans R et G est dérivable sur RY.. Par composition d’applications
dérivables, x — G(z?) est dérivable sur R* . Par différence d’applications dérivables, f est dérivable
sur R . )

veeRL,  f(z) =2x9(a?) —g(x) = —5 -

xe'TQ E
3.0na O0<t<l = 1< e <ecar exp est croissante
= t<tel<tecart>0

1 1
= <g(t) < 7 car &= 1 est décroissante
e

1
Pour z €]0,1[, 22 < z et donc Vt € [22,z], g(t) < T La croissance de l'intégrale donne :

x
S
2 te 22 tet

T dt Tdt 1 1 In(z? 1
ins, f(a) = - [ £h <= [T Lo - BE - (LBE)) D
z2 te 2 e e e e e
Inzx
Or — — —o0. Donc, par comparaison, |lim f = —oco |.
e z—0t o+

4. Pourz>1lonaz<z2et:

0 < e < e car exp est croissante
0<te* <telcart>0

r<t<z® =
=
1
= 0<g(t) < — car x — 1 est décroissante
te® r
. . “ ¢ In(z)
La croissance de l'intégrale donne : 0 < f(z) < / — = .
z e er
In(x)

La croissance comparée donne ——= — 0. Par encadrement, on a [lim f =0 |.
et z—+4oo +00
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Exercice 2

1
1.On note que z+z—1=0< 2Re(z) =1 ; donc D:{a+ib;a,beReta7&§}.

2.0na f(z) =1l z=z24+z—-1<zZ=1&2z=1et posant z=a+1b :

) ) ) a=20 a=0
f(z)—z®a+zb—z(2a—1)<:>{b:2a_1 @){b:—l
-1 -1
Ainsi| f (1) ={1} et f (i) ={-i}|
3. Posons z =a+ib. On a
¢ __q
B a+ib , 2a—1 a(2a—-2)=0 a=0oua=1
f(z)—z<:>2a_1—a+zb<:> b _ < b(2a —2) =0 “Vb=0oua=1
2a — 1
Les invariants defsont:‘{O,l+ib;b€R}’
4. Posons z =a+ibet w=c+1id. On a:
A
B a+ib , 2% —1 a(2c—1)—c=0
f(z)—w<:>2a_1—c—l—zd<:> b 4 b=d(2a—1)
2a — 1

Il y a deux cas :

e s0it 2¢ = 1, c’est-a-dire ¢ = % alors ¢ = % qui est impossible, donc w n’a pas d’antécédent.
c

a =
e 50it 2¢ #£ 1, Clest-a-dire w € D : f(z) =w & 2¢~1 ¢ > d &z = f(w)

b=d|2
2c—1 2c—1

Veérification : le calcul de f o f donne bien idc.
En conclusion, f réalise une bijection de D dans D et f~! = f.



