Lycée Saint-Exupéry — MPST 2023 /2024 — Mathématiques Proposition de corrigé du DM 4

Corrigé du DM 4

Partie A — Solutions sur |—1,1]
1. Solutions sur |—1,1]
L’équation homogene (H) : (932 — 1)y + zy = 0 se met sous forme résolue sur |—1,1] :

X

/ =0 t =
y +a(z)y en posant a(x) o

1 1
Une primitive de a est A(x) = 3 In(|z?—1]) = 3 In(1 2% =1In (\/1 — 1:2) car x €] — 1,1].
Les solutions de (H) sont de la forme, avec K € R :

y(z) = K exp(—A(zr)) = K exp (—1n (M)) B %

Ainsi, les solutions sur ]—1, 1[ de I'équation différentielle (#) sont donc les fonctions de la forme :

K
Ve e |-1,1], y(w):\/T—xQ avec K € R

2. Solutions générales sur }—1, 1[

1
(€) se met sous forme résolue sur |—1,1[ : ¢/ + 2:B Y=
x? — x? —
Utilisons la méthode de variation de la constante en cherchant une solution particuliére de la forme :
K (z)
y(z) = >
vi—z
K(z) =y(z)V1— 22
—2x
K'(z) =9y (2)V1— 22+ y(o) ————
(@) =V @V (o)
" VI 2 V1—2x2 1
= — x4 = —
Yy r2 — 1y 2 —1 m
Une solution particuliére est donnée par K () = —Arcsin(z), soit y(t) = — )
ne solution particuliére est donnée par K(z) = —Arcsin(z), soi = -
P b Y Vi-a?

Ainsi, les solutions de (&) sur |—1,1[ sont les fonctions sk définies par

1
Vre |—-1,1|, skg(z :4<K7Arcsinx)
3. Limite au point 1
. T 1
On a K — Arcsin(x) WK_g et Wi W—O—oo
< <

Lorsque K > E, alors K — = > 0 et donc : sk(x) — +o0
2 2 z—1
<1
s T
Lorsque K < 5 alors K — 5 < 0 et donc : sg(z) —— —o0

rz—1
<1
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4. Propriétés de f
Arcsin et  — /1 — 22 sont dérivables sur | — 1, 1] et v/1 — 22 ne s’annule pas. Par quotient, f est
une fonction continue et dérivable sur }—1, 1 [

R =)

= _1x2 (—1 + (5 — Arcsin(a)) \/1”1_332>

En multipliant par 1 — 22, f vérifie :

xT

(1-2?) f(@) = =1+ (5 — Arcsin(a)) —

zf(z)

Donc (1 —#?) f'(z) —af(z) = -1
Ainsi, f est donc dérivable sur }—1, 1 [, de dérivée :

Fw) = - _1962 (—1 + (5 Arcsin(a)) ﬁ)

et est bien solution de (£) car (z* — 1) f/(z) + 2 f(z) = 1.

5. Oh, une erreur
Il y a visiblement une erreur d’énoncé, puisque, d’aprés ’équation précédente :

(1—2%) f'(z) =2f(x) — 1

De plus, la relation donnée induit que f’ et f sont de signe contraire sur | —1,0[ ... L’erreur d’énonceé
se prolonge.

Il faut apprendre & réagir devant une erreur d’énoncé sans perdre de temps :

adapter I’énoncé ;

passer directement & la question suivante.

Ici, on peut se demander si la conclusion de la question est pertinente :

Ve e |-1,1], g — Arcsin(z) > 0

Donc f est toujours positive. Il vient pour z €] — 1,0], zf(z) — 1 < 0 et donc f'(x) < 0.
Ainsi, f’ et f n’ont pas toujours le méme signe ...

6. Relation vérifiée par Arcsin
Soit @ la fonction définie sur [0, 1] par :

o(x) = Arcsin(z) + Arcsin (\/ 1- x2>

Arcsin est continue sur [—1, 1] et dérivable sur | — 1,1 ; ¢ = /% est continue sur R et dérivable
sur R% . Par composition, ¢ est continue sur [0, 1], dérivable, sauf éventuellement aux points ou

r=1loul—22=0o0uvV1—-22=1
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¢ est donc dérivable sur ]0, 1].
Posons u(z) = v/1 — 22 ce qui donne 1 — v*(z) =1 — (1 — 2?) = 2? et donc /1 —u?(z) =z :

() = —— . 1
x) = -
4 V1—a2  V1—a? \/1—u?(a)
—_ ——
Arcsin’ (z) o () Arcsin’ (u(z))
B 1 _ T 1 —0
CVI—a? Vi—atro

La caractérisation des applications constantes donne que ¢ est constante sur |0, 1] et comme elle est
continue sur [0, 1], elle constante sur [0, 1].

©(0) = Arcsin(0) + Arcsin(1) = g

Ainsi, | pour tout x € [0, 1], Arcsin(z) + Arcsin (\/ 1— w2) = g

7. Limite de f au point 1

1 s
Nous savons que : f(z) = ——— <— - Arcsin(x))
V1—xz2\2

D’apreés la question précédente : g — Arcsin(z) = Arcsin (\/ 1-— 3:2)

Arcsi
mmwwnmwww—wﬁzimm:ﬂm——ﬁgggﬁ

Nous savons que u(z) - 0 et comme Arcsin est dérivable en 0, il vient :
r—r

Aresi
resin(z) Arcsin’(0) = 1
X z—0
o o o . Arcsin(u(m))
Ainsi, par composition de limite, on obtient : | f(x) = s 1
u(x) z—1

La limite de f en —1 vaut +oo (pas de forme indéterminée).
Sur | —1,0], on a déja vu (& la question 5) que f’(z) <0, donc que f est décroissante.
Sur |0, 1], la fonction u est clairement décroissante.

_ Arcsin(z)

Etudions les variations de ¢(x) prolongée par continuité en 0 par la valeur 1.

, 1 < x . ) x )
z) = — | ———= — Arcsin(zx et posons ¥ (z) = ——— — Arcsin(z
‘2 ( ) 72 m ( ) p w( ) 1_ .2 ( )

On note que 1(0) = 0 sa dérivée sur [0, 1] est :

e ()
V1I—a2 2) (1-a2): m_(m)i_

Donc 9 est croissante, nulle en 0, donc positive sur [0, 1 [ Il vient que ¢’ est positive sur [O, 1 [, donc
© est croissante sur [0, 1[. Enfin, par composition de u, décroissante sur [0, 1], et ¢, croissante, il
vient que f est décroissante sur [O, 1 [
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Nous en déduisons le tableau de variation de f :

z -1 0 1 ol
+00
N o
f(x) 5 4
N\
! T SN
8. Allure du graphe de f

Partie B — Solutions sur |—oo, —1] et |1, +oo].

9. Propriétés de ¢
Une fois n’est pas coutume, les propriétés de parité de g ne sont pas évidentes. Six € J, —x € J
et nous pouvons calculer g(z) + g(—z) :

(e ) (e )

(@) + o(-) —— =
:9:21—11n<‘(x+ 332—1)(—3:+\/1:2—1)D
— 1t (|* = @~ 1)]) =0

2 —1

g est donc bien une fonction impaire. g est dérivable sur son ensemble de définition, car obtenue
comme somme, produit et composée de fonctions dérivables. Posons w : x + x + V22 — 1, alors

Va2 — 1 g(z) = In (Jw(z)))

Nous pouvons dériver cette égalité fonctionnelle :

22 —1g'(x) +

1 T
xQ—lg(x) a w(x) - r+Vr2—1 <1+ \/$2—1>
1 Va2 —-1+4z

x—|—1\/x2—1 Vaz =1

x?—1
En multipliant par v22 — 1, on a : (22 — 1) ¢/(z) + zg(z) = 1.

Ainsi, | g est une fonction impaire, solution particuliére de (£) sur ]—oo, —1[ et sur ]1, +00 [

Les solutions de I’équation homogéne sur }—oo, —1[ et sur }1, +oo[ sont de la forme

n(lo-1) K

z— Ke™ =
2 —1

Les solutions de (€) sur |—oo, —1][ et sur |1, 4o00[ sont de la forme :

sk (x) = \/1:21—1(K+1n (’{L‘+ Va?— 1’))

10. Limite en +o0o0 On a :

z>1 = l<z<z+vVit-1<z+z
= 0<ln(z)<In <x+\/:1:2—1 < In(2z) car In est croissante

In(2 In(2
= 0<yg(x) n(2z) n(2) car /22 — 1> 0
1
22

< =
T Vz2 -1 /1 —
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In(2 In(2
Par croissance comparée, —n( z) — 0 donc n(2z)
x

—_— —
T—+00 T /1_3%2 T——+00

Puis par encadrement, | g(x) —+> 0.
T—+00

0.

11. Signe de ¢’ On sait que (z? — 1) ¢/(z) + zg(z) = 1 donc pour z > 1 :

1 1 zln (m—i—\/xz — 1)
1—

2 —1 2 —1 72— 1
x x? — 5 x
= 3 —In (m—i— x? — 1) = 5 v(T)
EETANE -1
————

pour z > 1, ¢’(z) et v(x) ont le méme signe. ‘

Alinsi,

12. Variations de ¢
Pour étudier les variations de g, commencons par étudier les variations puis le signe de v. v est
dérivable sur [1, —i—oo[ de dérivée :

/() 1 X .7)2—1 1+,/x‘§71

v'(x) = — —

T /a2 —1 2 r+Va?—1

9 1 (\/1:2—1+1:>

a2 xQ—l(x —(332—1))—\/332_1 z+vVz2—1

=1

Comme v(1) =0, on en déduit : v(z) < 0six > 1, c’est & dire :
Ve >1, ¢'(z)<0

Ainsi, la fonction ¢ étant impaire, le tableau de variation de ¢ est donc :

1 —+00 ! h\y: g(x)

Q

x®

/
S

/

Partie C — Prolongement en +1

13. Une solution sur | — 1, 00|
D’aprés 3), la seule solution de (£) sur | — 1, 1] possédant une limite finie en 1 est :

frxm ﬁ (g - Arcsin(x))

1
D’apres 9), les solutions de (£) sur |1, +oo| sont de la forme : x — —(K—Hn (‘x—i— z2 — 1‘))
prés 9) () sur 1, oo N v

1
) : 2 =
De plus, si K # 0, on trouve que Ilg{h 7@ (K +In <’:E +Vu ID) +o0.

7
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On pose ¢ € RI=1+l telle que ON-1,10 = f> PlJ1,400] = g €t p(1) = 1.

On sait que f et g se prolongent par continuité en 1 avec f(1) = 1 = ¢(1) = g(1) donc ¢ est
continue en 1 et donc sur | — 1, +00.

De plus, les prolongements de f et de g sont dérivables en 1 tels que f'(1) = ¢'(1) = —% donc ¢ est
dérivable en 1 et donc sur | — 1, +o0.

Ainsi, | ¢ est 'unique solution de (€) sur | — 1, 400[, continue et dérivable, et avec lir{up = linla f = +oo.

14. Changement de variable
Pour z > 1 on pose y(x) = —z(—x) ce qui donne y'(z) = 2/(—x). Il vient :

Ve > -1, (2-1Dy(z)+zy(x)=1 & Vo>-1, (2?2-1)2(-2)—-2z(-2)=1

& Vr>-1, ((—2)?-17(-2)+ (-2)2(-2) =1
& Vt<l, (#2-1)2(t)+tz(t)=1 enposantt=—zx

15. Solution sur |—oo, 1]

D’aprés ce qui préceéde, trouver une solution de (&) sur | — oo, 1] revient & trouver une solution sur
] = 1,400[. Or il existe une unique solution de (£) sur | — 1, +o00[ continue et dérivable.
Ainsi, |il existe une unique solution de (£) sur | — oo, 1] continue et dérivable : ¢ : z — —p(—x). ‘




