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DS 4

Mercredi 15 novembre 2023 — durée : 2h h

Exercice 1 - Racine carrée d’une matrice

4
On considére les matrices de M3(R) : A =

0 0 1 00
-5 9 0 Jetl3=| 0 1 0
-5 5 4 0 0 1
1. Trouver, en fonction de I3 et de A, deux matrices P; et P» de M3(R) telles que :
P+P=1I3 et 4P +9P=A

Expliciter ensuite les coefficients de P; et ceux de Ps.

2. a) Vérifier que P2 = Pj et PPy = Oty (r) et calculer PPy et P3.
b) En déduire : Yk € N, AF = 4Py 4 9F Py,

3. Pour tout k£ € N, calculer (4_kP1 + 9_kP2)Ak et en déduire que AF est inversible.
En déduire pour tout k € Z Pexpression de A* en fonction de P; et Ps.

4. Trouver une matrice B de M3(R), dont on explicitera les coefficients, telle que B? = A.

Exercice 2 - suite d’intégrales

1 1
On consideére la suite (uy,)p>0 définie par ug = / Vv1+tdtet pourtoutn > 1,u, = / t"V1 4+t dt.
0 0

1. Soit f la fonction de [0, 1] dans R définie par f(t) = (1 + t)%

a) Déterminer la fonction dérivée f' de f.
b) En déduire la valeur de uy.

V2
n+1

2. a) Etablir pour tout entier naturel n, ’encadrement suivant : 0 < u,, <
b) En déduire que la suite (uy,),>0 est convergente; donner sa limite.

3. a) Etablir pour tout entier naturel n, 4 I'aide d'une intégration par parties, la relation suivante :

4/2 2 L
U1 :\3[3(7”1)/0 (" 4+ ") V1 + tde

4v2 —2(n + 1Duy,
2n +5

b) En déduire pour tout n € N : u,4q =

4. a) Montrer que la suite (uy)n>0 est décroissante.

4v2

b) En déduire pour tout n € N, a l’aide de la question 3.b, on a : u, > e
n

c) Montrer que la suite (nuy)n>0 est convergente et calculer sa limite.
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Exercice 3 - Conditions aux limites de Dirichlet

Soit w, yo,y1 € R avec w > 0.
1. Résoudre I’équation (&) : ¢ +w?y =0

2. Etudier, en fonction de w,yo et y1, 'existence et I'unicité des solutions (réelle) de 'équation
différentielle avec conditions aux limites de Dirichlet :

y// 4 w2y =0
y(0) = vo
y(1) =u
Exercice 4 - fonction de C€
C —- C

O idére I’ licati lvante : : .
n considére 'application suivante : f { I

1. L’application f est-elle injective 7 Surjective 7 Bijective ?
2. a) Déterminer I'ensemble des w € C tels que 'équation f(z) = w ait une et une seule solution

z € C. On note B cet ensemble.

b) Représenter la partie B dans le plan par une partie hachurée.

-1
3. a) Déterminer A l'image réciproque de B par f: A= f(B).

b) Représenter sur un autre plan la partie A.

A — B
i : ) . o .
4. Que peut-on dire de I'application { : e fz) Justifier.

Exercice 5

Soient F/, F' et GG trois ensembles et f : E — F et g : F — G deux applications. On suppose f
surjective.

1. On suppose dans cette question qu’il existe h : F' — G telle que ho f = g.

a) Montrer que, pour tout (z,z') € E?, on a : si f(z) = f(2') alors g(x) = g(2').

b) Montrer que h est unique.

2. On suppose dans cette question que, pour tout (z,2') € E?, on a :
si f(x) = f(a') alors g(x) = g(a').

fla) =
9(z) = =2

a) Montrer que pour tout y € F', il existe un et un seul z € G tel que le systéme {
admette au moins une solution z € E.
On note h(y) cet unique z € G. On définit ainsi une application h : F — G.
b) Montrer que ho f = g.
¢) Montrer que h est surjective si et seulement si g est surjective.
d) Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) h est injective,
(ii) pour tout (x,2") € E?, f(x) = f(a') équivaut a g(x) = g(a').
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Exercice 1 - Racine carrée d’une matrice
1. Les matrices P, et Py vérifient :

{P1+ Py = I, (L) {5P1:913—A (9L1 — Lo)

4P+ 9P, = A (Lg) 5P, = A —4I; (L2 — 4L1)
- 9 1 L oo 41 000
Ainsi, | P, = 5[3—5A: 1 0 0 et P :—313+5A: -1 1 0
1 -1 1 -1 1 0

2. a) On effectue les produits matriciels demandés. On trouve P? = P ; le coefficient (3,2) est
obtenu par : 1 x 04+ (—1) x0+1x (—-1) = —1.

Ainsi, on trouve P12 =P, PPP,=PFPP = Orts(r) €0 P22 =P

b) Procédons par récurrence sur k € N avec P(k) : AF =4FPy 4+ 9% Py,
Initialisation : pour n =0, A° = Iy et 4°P, + 9°Py = P, + P, = I3
Donc P(0) est vérifice.

Hérédité : Considérons k > 0 et supposons P(k) vraie.

Ak+1 AkA

= (4'“P1 + 9kP2) (4P1 + 9P2) par hypth. de récurrence et par définition de P, et P
ARFIP2 + 4% x 9P Py + 4 x 9P, Py + 9FHL P2

= 4P 4 951 Py d'aprés 2a)
Donc P(k + 1)

Conclusion : |VkN, A*F = 4FP, + 9k P,

3. Pour k£ € N, on trouve (4*’“P1 + 9*’“P2)Ak = I3 (on utilise les régles de simplification obtenues
en 2a). Donc ’Ak est inversible‘ et (Ak)f1 =AF=47FP +97FP;.
Ainsi, | pour tout k € Z, A¥ = 4P, + 9% P,

4. Essayons avec B = 4%P1 + Q%Pg =2P 4+ 3Ps.

Le calcul donne B2 = A (on utilise les régles de simplification obtenues en 2a).
2 00
Ainsi, [la matrice B=2P, +3P, = | —1 3 0| vérifie B2=A|
-1 1 2
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Exercice 2 - Suite d’intégrales

1. a) La fonction f est dérivable sur [0,1] ('expression étant définie et continue sur [—1,+oo[ et

dérivable sur | — 1,4+00). Ainsi, |Vx € [0,1], f/(t) = g\/l +t.

b) Calcul de ug :

1 2 3 L) 3 3 2
uOZ/O \/1+tdt:{3(l+t)2] :§(22—12):§(2\/§—1)

442 — 2
—

Ainsi, |ug =

2.a)SoitneN,ona: 0<t<1 = 0<1+¢t<2
= 0<VIF+i<V2
= 0<t"/I+t<V2n

Par croissance de l'intégrale, il vient :

1 1 n+1 71 2
/Odtgung/ f2t"dt=\/§[t } = V2
0 0 n—|—10

2
Ainsi, [Vn e N, 0<u, < f
n+1

— 0, par encadrement,

b) Comme
n

1 la suite (uy,)n>0 converge vers 0. ‘

2
3. a) Soit n € N ; les fonctions u : ¢ — §(1 + t)% et vt t" sont de classe C! sur [0;1].

W(t) = VI+t { u(t)zg(lﬂ)%

V' (t) = (n+ 1)t

Par intégration par parties, il vient avec {

! 2 51V 241 :
1 = / POVTETdE = [3t”+1<1+t>3] - / P D4 piar
0

0

1

_ 4f_2(”;1)/ (1 + )1 + tdt
0

442 2 !
Ainsi, |Vn €N,  upy1 = \:{ -3+ 1)/ (" +t" T V1 + ¢ dt
0

b) Pour n € N, il vient

BUpy1 = 41/2 — 2(n+ 1)(un + Un+1) S up1(3+2(n+1)) = 42 — 2(n+ Duy,

4v2 = 2(n + 1uy,

Ainsi, |V N =
msl, | Vvn € N, Upiyq M+ 5

4.a)Soitne€N,ona: 0<t<1 = 0Ll
= 0<t"PLT+t<t"/1+¢
Par croissance de l'intégrale, il vient : 0 < up41 < up.

Ainsi,

la suite (un)n>0 est décroissante. ‘
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b) Soit n € N, d’apres 3b) il vient :

4v/2 = 2(n + 1uy,

Upt1 < Up = m+5 —u, <0
N 4\f—2(n+1)un—(2n+5)un§0
2n+5
= 42— (4n+Tu, <0
= > Av2
un_4n+7
44/2
Ainsi, [Vn € N, u, > 4n{7'
c) Pour n € N, d’aprés 2a) et 4b),
L2 <up < V2
dn + 7 n+1
4v/2n V2n
d < < )
Onc\/@n+7‘\/ﬁ“"‘n+1 5 s
2n 2 4/2n 2
0 = — V2 et = — V2.
"l l—l—% V2 dn +7 1+% vz

V2

Par encadrement, |la suite (nuy)n>0 converge vers V2 et donc u, ~ —
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Exercice 3 - Conditions aux limites de Dirichlet

1. Le polynome caractéristique associée & (€) : X2 +w = 0.

Les racines sont fiw. Ainsi, |Sg) = {z — acos(wt) + bsin(wt);a,b € R}.

2. La fonction y : t — acos(wt) + bsin(wt) veérifie les conditions aux limites de Dirichlet données si
et seulement si a et b sont solutions du systéme :

a =%
acos(w) + bsin(w) = y1
Procédons par disjonction de cas :

Si sin(w) = 0, c’est-a-dire §'il existe kN tel que w = km, alors le systéme se réécrit :

a = Yo a = Yo
_1]€ — = _1k _
(—=1)%a =y (—1)*yo =y

Ce systéme n’a pas de solution si 41 # (—1)¥yo, sinon il a une infinité de solutions de la
forme :
y(t) = yo cos(kmt) + bsin(kmt)

1
Sinon, sin(w) # 0, alors le systéme a une unique solution : a = yp et b = — ™) [yl—cos(w)yo .
sin(w

Nous en déduisons que la solution est :

y(t) = yo cos(wt) + 1) [yl - cos(w)yo} sin(wt)

sin(w
= sinl(w) [y(O) [sin(w) cos(wt) — cos(w) SiH(Wt)} +y1 Sin(Wt)}

sin (w(l—t))

En conclusion, ’équation différentielle avec conditions aux limites de Dirichlet posséde :
sin(w(l —1¢ sin(wt
une unique solution si w=¢ 0[] : y(t) = y(0) M +un M
sin(w) sin(w)
aucune solution si w = 0[x] et y; # (—1)Fyo,

une infinité de solutions si w = k7, avec k € N et y1 = (—1)*yp :

{t — yo cos(kmt) + bsin(knt); b € R}
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Exercice 4 - fonction de C©

Etude préliminaire : soit ¢ + id € C, cherchons a + ib € C tel que f(a + ib) = c + id :

b= —d
N . 2 2 s .
fla+ib) =c+id & a+Va*+b*—ib=c+id <& {a—l-\/mzc (%)

On note que a + vVa? + b2 > 0. Si ¢ < 0 alors il n’y a pas de solution.
Supposons maintenant ¢ > 0 :

(k) & Val+d2=c-a & d+d=c-2ac+d® o 2= —d

Si ¢ =0, alors il y a une solution uniquement si d = 0. Dans ce cas, les solutions sont R_.

, A — d?
Sic#0alors (k) < a= 50

1. ‘ L’application f n’est pas injective‘ car 0 posséde plusieurs antécédent : f(—1) = f(0) = 0.

‘L’application n’est pas surjective‘ car —1 n’admet pas d’antécédent ; plus généralement, tous
les complexe de partie réelle strictement négative et ceux de iR* n’ont pas d’antécédent.

‘L’application n’est pas bijective‘ car, en particulier, elle n’est pas injective.

2. a) L’ensemble des w € C tels que 1’équation f(z) = w ait une et une seule solution z € C est
B =R} +iR = {c—i—z’d;ceRi et deR} .

b) Représentations graphiques :

3. a) D’apres ’étude préliminaire | A = C\R_ |.

Approche 1 : f(C) = BU{0} et f~1({0}) =R_ donc f~1(B) = C\R_.
02 _ d2

ApprocheZ:A:{ —d; cERi,dER}.
Puis on montrer par double inclusion que A = C\R_.

b) Voir ci-dessus.

B
f(2)

est bijective | : injective (d’aprés 2a) et surjective (d’aprés 3a).

4. | L’application { 12

—
—
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Exercice 5

1. a) Soit z, 2’ € E, alors en composant par h on obtient :
fl@)=f@) = h(f(@)=nr(f) = gl)=9()

Ainsi, |V(z,2') € E?, f(z) = f(z') = g(z)=g(z).

b) Soit h1,he € GF telles que hyo f =g et hao f = g.
Soit y € F. Comme f est surjective, il existe z € E tel que f(z) =y.

Alors hi(y) = hi(f(z)) = g(z) = ha(f(x)) = ha(y). Donc

2. a) Soit y € F. Comme f est surjection, I’équation f(x) = y posséde au moins une solution.
De plus, I'hypotheése donne que pour tout antécédent = de y, f(x) est constant par définition

et donc g(x) aussi : il existe un unique z € G tel que g(z) = z.
Ainsi, |Vy € F, 3!z € G tel que le systéme { ‘ggi i ‘Z admette au moins une solution z € F.

b) Soit z € E, notant y = f(z) et z = g(z) alors par construction h(y) = z c’est-a-dire
M) — o). Aisi, et =g

c) h est surjective & VzeG,Jy e Fih(y) ==z
comme f est surjective, posant f(x) =y
& VzeG,3r e B;h(f(z) =2
& VzeG,Ir e Eig(x) ==
& g est surjective

Ainsi, | h est surjective si et seulement si g est surjective. ‘

d) Raisonnons par double implication.
(1) = (4i7) | L’implication < est donnée par hypotheése.
Montrons l'autre implication : soit x, 2’ € E tels que g(x) = g(z') et donc h(f(z)) = h(f(2)).
Comme h est injective, il vient f(x) = f(2').

(i) < (i1) | Soit y,y’ € F tels que f(y) = f(¥).
Comme f est surjective, il existe z, 2’ € F tel f(z) =y et f(2’) =4'. Ce qui donne

Wf@) =h(f@) = 9@) =9@")  =gapes i) f@)=fG) = y=y

donc h est injective.

Ainsi, | h est injective si et seulement si (V(z,2') € E?, f(z) = f(z/) < g(z)=g(z)).




