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Corrigé du DM 7
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1. Soit n € N*. Les applications u : ¢ — o tet vt —sin(nt) sont de classe C! sur [0, 7], par
77 n

intégration par parties on a :
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— —t | cos(nt)dt = — —t | —sin(nt)| — — — 1) —sin(nt)dt
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A nouveau, les applications ¢ — — — 1 et v : t = —— cos(nt) sont de classe C* sur [0, 7], par
n
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intégration par parties on a :

/Oﬂ (% - 1) %sin(nt)dt
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Ainsi, |Vn € N*, / <— — t) cos(nt)dt = —
0 2

2. Procédons par récurrence pour t €]0, 7] :

Initialisation : Pour N = 0, on trouve que les deux membres sont nuls.

1
Pour N =1, Zcos(nt) = cos(t) et

n=1
1 sin(t 1 1 12sin (4)cos (L) 1 1
_ bln(t) +—COS(t)—— —_ 1n(2) tb(2) +—COS(7§)--
2 tan (5) 2 2 2 tan (5) 2 2
2
B AR DUV
= cos| g 5 €08 5
= 5 (cos(t) 1) + 3 cos(t) — 5 = cos(t)
= 5 (cos 5 €08 5 = Cos
Donc la relation est vrai pour n =0 et n = 1.
Hérédité : Soit N > 1. Supposons la relation vraie au rang N.
N+1 N
Z cos(nt) = Z cos(nt) 4+ cos((N + 1)t)
i Tein(Nt) 1 1 1
1 t
_ LsmWVO L (V) + cos(N + 1)1) + & cos((N + 1)) — &
2 tan (5) 2 2 2
1sin(Nt 1 1
_ sin( . ) 4 cos((N + 3)t) cos(3t) + = cos((N + 1)t) — =
2 tan (5) 2 2
1 1 1 1
T @ (sin(N't) + 2cos((N + 3)t) sin(3t)) + 5 cos((N + 1)t) — 5
1 1 1 1
= = in((N 4+ 1)t) + = N+1t) — =
3t (1 (Y 00+ g eon((V 4 1))~ 5
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Donc la relation est vérifiée au rang N + 1.

1sin(Nt) 1 1
== + = Nt) — =.
2 tan (%) 2 cos(N') 2

N
Conclusion : |VN € N, Vt €]0, 7], Zcos(nt)

n=1
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3. Soit u et v : t = —— cos(nt) sont de classe C! sur [0,7]. Une intégration par partie donne
n

/O7T u(t)sin(nt)dt = {—% cos(m‘)u(t)lr = /07T _% cos(nt)u/ (t)dt

Inégalité triangulaire
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+ ‘/ —— cos(nt)u/(t)dt
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Croissance de l'intégrale
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Par encadrement / u(t)sin(nt)dt — 0
0

n——+00

™
De méme, on montre que / u(t) cos(nt)dt — 0
0 n—-+0oo

4. Soit m € N*, d’aprés 1) on a :

par linéarité de 'intégrale

s t2 ) m
= — —t cos(nt)dt
)

d’apres 2)

= /07T (; — t) (%zzln(](\;)) + %cos(Nt) — %) dt

par linéarité de 'intégrale

e 1 sin(N't) e 1 1™ [t
= ——1t) = dt ——1) = Nt)dt — - — —t]dt
/0 <27T > 2 tan (%) +/0 (27‘(’ 2 cos(N) 2/0 2m

n~>—+>ooo n— oo :%
Enfin, on a :
1 /7 2 1 [¢2 31" 72 x2 2
_/ t—dt:—[——} S
2 Jo 27 212 67 |, 4 1 6
m 7T2
Ainsi Zl ﬁ m—+00 E
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Ainsi, | lim =—et lim -
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