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Corrigé du DM 9

Etude d’une suite récurrente d’ordre 2

1.a) Il s’agit de montrer que pour tout n € N, wu, soit bien défini. En particulier, montrons par
récurrence sur n que u, > 0, a fortiori In(1 + w,) est defini.

Initialisation : Pour n € {0, 1}, ’énoncé donne ug > 0 et u; > 0.

Hérédité : Considérons n > 1, on suppose u, > 0 et u,—1 > 0. Il vient que In(1 4+ u,) > 0 et
In(1 4 up41) > 0 donc up+q > 0.

Conclusion : ‘ Pour tout n € N, u,, est bien défini et u,, > 0.

b) Script PyTHON affichant w,, :

import numpy as np

u=eval (input (’Donner ul0 : 7))
v=eval (input (’Donner ul : ?))
n=eval (input (’Donner n : ?))

for i in range(2,n):
w=np.log(l+u)+np.log(1+v)
u=v
v=w

if n==0:
print (u)

else:
print (v)

Ce qui donne :

>>> Donner u0 : 1
>>> Donner ul : 2
>>> Donner n : 12

2.4851281686791546

¢) Supposons que (u,) converge vers £ € R. Alors u,4+1 — £ et par continuité de In et opération sur

les limites,
In(1+up,) +In(1 +up—1) > In(14+0) +In(1 +¢) =2In(1 +¢)

Par unicité de la limite, ¢ vérifie : £ = 21In(1 + ¢).
la limite finie éventuelle de (u,) est un point fixe de ¢. ‘

Ainsi,

2.a) La fonction g est dérivable sur Ry :

2 1-=z
/
= — 1 =
9(z) 1+2 1+2
Tableau de variations de g :
x 0 1 400
1—=z + —
1+zx + +
g'(x) + 0 -
2In(2) — 1
9(x) / pN
0 —00
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avec 2In(2) — 1~ 0,38 > 0 et gi_mg = —00 par croissance comparée.
oo

La fonction g est continue sur [0, 1], strictement croissante. D’apres le théoréme de la bijection, elle
réalise une bijection de [0; 1] sur [0;21n(2) — 1]. Ainsi, 0 posséde un unique antécédent par g sur
[0; 2] qui est 0.

On note que ¢g(3) = 2In(4) —3 =41In(2) — 3~ —0.24 < 0. Donc 0 € [g(3); g(1)].

De méme, g réalise un bijection de [1,3] sur [g(3);g(1)] (et de [1;+o0o[ sur [—oo;g(1)]), donc O
posséde un unique antécédent par g sur [1;400] qui se trouve dans [1; 3], noté £.

Ainsi, | ¢ posséde exactement deux points fixes sur R : 0 et £ € [1;3].

b) Construction des deux suites par récurrence.
Initialisation : On pose ag = 1 et by = 3. D’apres 2a), £ €]1, 3] (avec g(1) # 0).
Herédité : Soit n > 0. On suppose construit a,, b, € [1, 3] tel que a, < £ > b,,.

N an + bn
On considére ¢ = .

Si g(c) > 0 alors on pose an+1 = ¢ et byy1 = by
Sinon on pose ap+1 = an €t b1 = c.
En particulier, g(b,) < 0 < g(ay,) donne, d’aprés la bijection évoquée en 2a) : a, < £ < by,.
Conclusion : Pour tout n € N, a,, et b, sont constructibles et vérifient a,, < ¢ < b,,. La suite (a,,)
1
est croissante, la suite (b,) est décroissante, la suite (b, — ay,) est géométrique de raison 5 € [0,1]

donc convergente vers 0 : les deux suites sont adjacentes.
Dong, elle converge vers la méme limite. Par passage & la limite, on trouve

lima, <¥¢<limb, = lima,

‘Les suites (a,) et (by,) sont adjacentes et convergent vers /. ‘
c) Pour n € N,

an + by,
2

by, — an

- 2

an <£<b, = ‘Z—

Un script de la fonction limWhile(p) est :

def limWhile(p):
a,b=1,3
while b-a>2%*p:
c=(a+b)/2
if 2xnp.log(l+c)>c:
a=c
else:
b=c
return (a+b)/2

Ce qui donne :

>>> 1limWhile (0.000001)
2.512862205505371

d) Pour n € N, on a plus précisément :

’ an + by, b, —an, by — ag 1
? — < — —
2 2 ontl ~ on
P | an + by o . . .
Donc, si n vérifie o0 < p, alors est une approximation de ¢ & la précision p (au moins).
L ch & i@ <hp) o n>-2@®
gn =P nier = e "= T )
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est une approximation de ¢ & la précision p.

1
Ainsi, | Pour n = {_H(P)J +1, on _2‘_ bn

In(2)

Un script de la fonction 1imFor(n) est :

def limFor(p):
a,b=1,3
n=floor(-np.log(p)/np.log(2))+1
for i in range(l,n):
c=(a+b)/2
if 2*np.log(l+c)>c:
a=c
else:
b=c
return (a+b)/2

3.a) Procédons par récurrence sur n € N pour montrer s, < u, < tp.
Initialisation : Par construction, (définition de min et max) on a so < ug < tg et s1 < ug < t3.
Hérédité : Pour n > 1, on suppose la relation vraie aux rang n — 1 et n.

Comme In est croissante, on a :

{ Sp—1 S Up—1 < lpo1 N { IT+sp1 <1T+up1 <1+t
Sn S Up Sty 1+s, <1+u,<1+4%,
In(1+ sp—1) <In(1 +up—1) <In(1+t,-1)
{ In(1+s,) <In(l+wu,) <In(l+t,)
par sommation des inégalités
= Sntl S Upt1 S tpg

Conclusion : ‘Pour tout n € N, s, < up <ty ‘

b) Montrons par récurrence sur n € N* que s, — s,,-1 >0
Initialisation : Par définition s; = sg donc s1 > sp.
De plus, s9 = 2In(1 + s9) = (sp) et sop < 1. L’étude des variation de g donne le tableau de signe

suivant :
T ‘ 0 / +00

gz) [0 + 0 —
Il vient g(sg) > 0 et donc ¢(sp) < sp. Donc so > sp = s1.
La relation est établie pour n =1 et n = 2.
Hérédité : Soit n > 2 on suppose la relation vérifiée au rang n et n — 1.

Sp+1—Sn = In(l1+s,)+In(l+s,-1)— (ln(l + Sp—1) +In(1 + sn,g))
= In(1+s,) —In(1+sp—1)+In(l+ sp—1) —In(l + s,,—2) >0

>0 par HR >0 par HR

La relation est vérifiée au rang n + 1.

Conclusion : Pour tout n € N*, s, > s,_1. ‘La suite (sy,) est croissante. ‘

c) La suite (s,,) est croissante est majorée par ¢y car pour tout n € N, s,, < t,, < to la suite (¢,)
étant décroissante. Le théoréme de limite monotone donne que la suite (s,) converge.

D’aprés 1c), on a que la limite de (s,) est un point fixe de ¢ : soit 0, soit £.

Or, pour tout n € N, 0 < sg < s,,. Par passage a la limite, on a lim s, > sg > 0.

Alinsi,

la suite (s,) converge vers £. ‘

De facon analogue, on peut montrer que la suite (¢,) est décroissante, minorée par sy, donc conver-
gente vers un point fixe de ¢ qui est supérieur a sg donc qui est £.
Par encadrement, |la suite u, converge vers £. ‘




