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Corrigé du DM 10

Comportement asymptotique d’une suite implicite

1. f réalise une bijection de R’ dans R
1
f est définie sur R*, dérivable, de dérivée : f'(z) = 42> + 622 + 1 + —
x
On en déduit que f/(x) > 0 pour tout = > 0.

2 1 1
f(z) = a* 1+_+_+n(1}) — 400
x x3 x4 z—r+00

f@)=2'+22% + 2+ In(z) — 01 +2x 02+ 0 — 00 = —0

z—0

>0
Le tableau de variation de f est donc :
x 0 +00
f'(x) +
+0o0
f(x) /
—00

La fonction f est continue, strictement croissante sur }0, +oo[ ; donc, d’aprés le théoréeme de la bijection,

f définit une bijection de }0, +oo[ sur ]—oo, +oo[.

f(x) %0 —oo donc le graphe de f a une asymptote verticale d’équation x = 0.
T—
>0

2 1 1
1@ (e 20 L @y
x x  z3 x? Z—F00

Donc le graphe de f a un branche parabolique de direction (Oy) lorsque © — +oo. L’allure du
graphe de f est donc (dans un repére qui n’est pas orthonormé) :
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2. Définition de la suite (z,),cy
f définit une bijection de ]0, —|—oo[ sur ]—oo, —i—oo[. Si on note f~! la bijection réciproque de f,
nous en déduisons que, pour tout n € N C R, n posséde un unique antécédent par f : I’équation

d’inconnue x > 0 : | f(x) = n a une unique solution z,, = f~1(n).

3. Montrons que x,, —— +00
n—-+oo

3 1
1 n 2n1 ni

1 1
Calculons : f <§n1> =51 + =5 + - +In <§ni>
1
2

11 vient : , 1
1 1 n
f<§n4>—f($n):f< n4)—n~—ﬁ

15 1
Comme —1—(? < 0 a.p.c.r. alors f <§ni> — f(xy,) aussi.

Ainsi f (%ni) < f(zp) a.p.cr.

1
Comme f~! est croissante alors §n4 <z, a.p.c.r.

. 1 L
Par comparaison, comme %nzx — +00, nous en déduisons : |x, — 400

n—+oo n—-+00

4. Equivalent simple de z,

Puisque x,, ——— +o0, nous en déduisons :
n—-+o0o

n= f(r,) = zs +o(z}) donc z} ~n

IS

11 est possible de composer un équivalent pour une fonction puissance. Ainsi, |z, ~n

5. Développement asymptotique
Introduisons une nouvelle suite (an)n N telle que :

Ty = ni (1 +an)

Comme z,, ~ ni, alors 1 + a,, — 1 et donc «,, — 0.
Calculons f(zy) :

flxy) = n(l + an)4 + oni (1 + an)2 + ni (1 + ozn) + In (ni (1 + an)>
Comme f(z,) = n, nous en déduisons, en regroupant les termes n a gauche :
n (1 — (1 + an)A‘) = Qn% (1 + an)2 + ni (1 + an) +In (ni (1 + an))

Le calcul d’un équivalent pour chaque membre donne :

3
1

—4noy, ~ 2n
1 1 1
ap~——5 = oap=——7+0|—7
2ns 2n1 ni
1 1
Ainsi,xn:ni<1——1+0< 1>>
2ns 2n4
o L : 11
Ainsi, aprés simplification : |z, = n1 — 5 +o(1)
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6. Suite du développement asymptotique
Nous pouvons donc écrire :

1
avec €, — 0. En posant u, = n1 — %, nous pouvons calculer :
n—-+0oo

xfz, = (up + ﬁn)4

= ud +deud + 630 + 4 u, + ek

1 : 3 .
Comme u,, ~ n1, nous savons que us ~ n1. Sachant de plus que ¢, — 0, on en déduit :
n—+0o00

)

A 3 3 2 2 3 3
De méme :x;, = u;, + 3e,n2 +o0 (enn4) =u, +o0 (enn4

[

3
zl ui + de,n4 + 0 (enn

e

3
Ty = Up + 0O (enn4>

In(z,) = In(u,) + In <1 + 6—”) = In(up) + 2 40 (8—”> = In(up) + o (enn%)

Un

Ainsi @ f(xn) = f(un) + dennt + o <6nn%>
Calculons un développement f(uy,) en ne gardant que les deux termes dominants :

4 3
Flun) = <ni—%> +2<ni—%> +<ni—%>+1n(ni—%>

3 2 1 2 1
4ns  6ni  4ni 1 3 6nzi 6ni 1 6ni 1 1 <; 1>

= n — — 72__
nTy Tty s T M T T T8 2

S-S (o)
=n 5 oln

En réinjectant dans 'expression de f(x,) =n :

2
3ni
2

n=n-— —|—0(n%) +4enn% —|—0(enn%)

f(un)

2
3n1

2 3 3
+o0 (n1> =4e,n3 + o0 (enni)
3

3
~ 4de,n4 ou encore €, ~ T
8na

o 11 3 <1>
Ainsi, |z, =nt — -4+ — 40| —
2 8na ni

En regroupant :

2
3n4

Donc :

On peut continuer le développement asymptotique, mais il est clair qu’il convient de développer des
outils de calcul un peu plus sophistiqués pour continuer le développement asymptotique. ..



