TD 103- Proposition de solutions

V. COMPRESSION PAR REDONDANCE

1. Fonction occurences(t) :

1 def occurrences(t):
2 r=[0]+%256

3 for e in t:

4 rlel=r[e]l+1
5 return(r)

ligne 2 : création d’une liste de zéros de taille 256
lignes 3 a 4 : on parcourt le texte, et comptabilise chaque
caractere rencontré.

Remarque : La boucle for parcout directement les éléments
de t et non les positions des éléments de t
2. Fonction min(t)

def min(t):
r=occurrences(t)
m=0
for i in range(1,256):
if r{il<r[m]:
m=1i
return(m)

Fonction classique de recherche d'un minimum dans une liste.
Attention, ici on veut la position du minimum dans une liste
de 256 éléments : cette position est le caractere le moins
présent dans le texte.

3. Fonction tailleCodage(t)

1 def tailleCodage(t):

2 nn=1 # le marqueur

3 i,j=0,1

4 while i+j<len(t):

5 # calcul du nombre de repetitions
6 if t[i+j]==t[i]:

7 j=j+1

8 # si la lettre est isolee

9 elif j==1:

10 nn,i=nn+1,i+1

11 # si la lettre n’est pas isolee
12 else:

13 nn,i,j=nn+3,i+j,1

14 # gestion de la derniere lettre (repetee)
15 if j==1:

16 nn=nn+1

17 else:

18 nn=nn+3

19 return(nn)

ligne 2 : I'indice i permet de parcourir le texte lettre apres
lettre ; I'indice j dénombre les répétitions éventuelles ; la vari-

able nn est initialisée a 1 pour le marqueur.

lignes 3 a 12 : pour chaque lettre, il y a trois possibilités :

soit c’est une répétition de la précédente : dans ce cas j est
augmenté de 1 et on consideére la lettre suivante

soit elle est différente et la précédente était isolée (j con-
tient 1) alors la lettre est codée par 1 caractere (la lettre elle-
méme) : nn=nn+1

soit elle est différente et la précédente n’était pas isolée
(j>1 répétitions) alors la lettre est codée par 3 caracteres
(m, j-1 et la lettre elle-méme) : nn=nn+3

lignes 14 a 17 : gestion de la derniére lettre suivant si elle
est répétée ou non

Exemple :
>>> t=[0,0,3,2,3,3,3,3,3,3,5]

>>> tailleCodage(t)
10

4. Fonction codage(t)

1 def codage(t):

2 m=min(t)

3 tt=[m]

4 i, j=0,1,

5 while i+j<len(t):

6 if t[i+j]l==t[i]:

7 j=j+1

8 elif j==1:

9 tt=tt+[t[1i]]
10 i=i+1

11 else:

12 tt=tt+[m,j-1,t[i]]
13 i,j=i+j,1

14 if j==1:

15 tt=tt+[t[1]]

16 else:

17 tt=tt+[m,j-1,t[i]]
18 return(tt)

Cette fonction est construite sur la méme démarche que
tailleCodage.

Eviter les affectations simultanées qui
mélangeant des indices et des tableaux ; 'ordre des instruc-

tions impacte le résultat.

Un autre approche avec un boucle for est :
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def codage(t):
v,m,r=t+[-1],min(t),0
tt=[m]
for i in range(len(t)):
if v[i]!=v[i+1]:
if r==0:
tt.append(v[i])
else :
tt=tt+[m,r,v[i]]
r=0
else:
r=r+l
return(tt)

ligne 2 : Tajout d’'une valeur "impossible" & t (renommer
par v) éruet de gérer efficacement la derniére lettre.
La variable r vaut 0 par défaut des que 'on rencontre une
nouvelle lettre, sinon elle est incrémentée.
Exemple :

>>> t=[0,0,3,2,3,3,3,3,3,3,5]
>>> codage(t)
[1! 1! 1! O! 3, 2, 1! 5! 3! 5]

VI. TRANSFORMATION DE BURROWS-WHEELER

5. Fonction rot(t,1i)

rot=lambda t,i:t[i:]+t[:1i]

6. Fonction comparerRotations(t,i,j)

def comparerRotations(t,i,j):
a,b=rot(t,i),rot(t,j)
for k in range(len(t)):
if a[k]>b[k]:
return(l)
elif alk]<b[k]:
return(-1)
return(0)

Autre version n’utilisant pas rot :

1 def comparerRotations(t,i,j):

2 n=len(t)

3 for k in range(n):

4 if t[(i+k)%n]>t[(j+k)%n]:

5 return(l)

6 elif t[(i+k)%n]<t[(j+k)%n]:
7 return(-1)

8 return(0)

La comparaison lexicographique consiste & comparer les car-
acteres des deux objets 'un aprés l'autre en partant de la
gauche. Deés que les caracteres different, on peut conclure.
Si le parcours n’a pas permis de conclure, c’est que les mots
sont identiques.

Ici, on peut travailler directement sur le tableau t en consid-
érant comme points de départ des deux mots les positions i et
j dans t.

Ligne 3 et 5 : on note 'importance de veiller a
ce que l'indice de position soit toujours parmi les valeurs pos-
sibles, d’ot1 I'introduction d'une congruence.

7. Fonction codageBW(t)

1 def codageBW(t):

2 r=triRotations(t)

3 tt=[t[e-1l] for e in r]
4 for i in range(len(r)):
5 if r[i]==1:

6 cle=i

7 return(tt+[cle])

Les étapes sont :

ligne 2 : effectue le tri des rotations

ligne 3 : extraire les derniéres lettres de chaque rotation :
c’est-a-dire la position qui précede celle de début de la rota-
tion, d’ou le t[e-1]. Lutilisation d’une liste définie par com-
préhension est efficace a écrire

ligne 4 4 6 : le clé est la position de la rotation commencant
par la deuxiéme lettre du texte. Nous avons donc cherché la
position de 1 dans r.
Exemples utilisant les fonctions introduites dans les complé-
ments :

>>> t=numerise(’concours’)
>>> tt=codageBW(t)

>>> denumerise(tt[:-1])
snoccuro

>>> tt[-1]

3

>>> t=numerise(’concours de 1 ecole polytechnique’)

>>> tt=codageBW(t)

>>> denumerise(tt[:-1])

sleeeeen dlt ucn ooohcpcc iurygol
>>> tt[-1]

23

8. Etude de la complexité temporelle de la fonction codageBW
en fonction de n :

Pappel a la fonction triRotations(t) admet une com-
plexité en O(nln(n)) d’appels a la fonction de comparaison
comparerRotations qui est de complexité n : soit un complex-
ité globale de O (n?1n(n))

la construction du texte transformé a partir de la liste triée
des rotations, revient a parcourir le texte une fois : G(n)

la recherche de la clé revient a parcourir le texte & nouveau
:0(n)

Par addition des complexités, puisque ces opérations sont
séquentielles, il vient que la complexité temporelle de la fonc-
tion codageBW pour un mot de n lettres est @(n?1n(n)).
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VII. TRANSFORMATION DE BW INVERSE

9. Fonction frequences(tt)

def frequences(tt):
£=256+[0]
for e in tt[:-1]:
fle]=f[e]+1
return(f)

chaque nouvelle lettre de triCars, il convient de recommence
la recherche au début de tt. En revanche, pour la recherche
de lettres qui sont répétées, comme elles sont consécutives
dans triCars, il suffit de poursuivre le parcours dans tt afin
de repérer la nouvelle occurrence. La complexité est de G(n?).

On peut utiliser le fait que la liste triCars est ordonnée
et donc au lieu de chercher la position des lettres de triCars
dans tt (qui est aléatoire), on fait 'inverse : on cherche la
position des lettres de tt dans triCars. Ensuite, il suffit de
renverse I'information, ce qui nécessite un simple parcours de
la liste. La complexité est O(nln(n)).

Cette fonction est une variante de la fonction occurrences en 12, Fonction decodageBW(tt)

tenant compte du fait que le dernier caractere est la clé et ne
doit pas étre comptabilisé.
On aurait pu donner la définition suivante :

frequences=lambda tt:occurences(tt[:-1])

10. Fonction triCarsDe(tt)

def triCarsDe(tt):
f=frequences(tt)
triCars=[]
for i in range(256):
triCars=triCars+f[i]=[i]
return(triCars)

Exemple :

>>> t=numerise(’concours’)
>>> tt=codageBW(t)

>>> denumerise(triCarsDe(tt))
ccnoorsu

On retrouve bien la premiere colonne de la phase 2 de la
transformation.
11. Fonction trouverIndices(tt)

1 def trouverIndices(tt):

2 ind=256+[[]]

3 for i in range(len(tt)-1):

4 ind[tt[i]]=ind[tt[i]]+[1i]
5 indices=[]

(] for i in ind:

7 indices=indices+i

8 return(indices)

lignes 2 4 4 : on procéde comme dans frequences mais cette
fois, on enregistre la position de I'élément rencontré.

lignes 5 a 7 : il suffit maintenant de concaténer les sous-
listes de ind ; les positions sont respectivement celles des élé-
ments de triCars dans tt puisque dans triCars les lettres
sont dans l'ordre lexicographique.

La complexité de cette fonction est G(nn) =G (n) carnn=n—1.
En effet, il y a deux parcours (en séquentiel) d’'un tableau de
longueur nn.
D’autres idées étaient possibles :

Lidée suggérée par 'énoncé est de rechercher dans tt la po-
sition des lettres de triCars. Comme tt est quelconque, pour

1 def decodageBW(tt):

indices=trouverIndices(tt)

k=tt[-1] # la cle

t=[tt[k]]

for i in range(len(tt)-2):
k=indices[k]
t.append(tt[k])

return(t)

PR TR WN

La fonction suit la démarche proposée en procédant de proche
en proche pour reconstruire le texte originel.
La complexité de decodageBW(tt) est :

ligne 2 : G(n) (voir question précédente)

ligne 3 & 7: G(n) (la travail est linéaire en la taille du texte)
Additionnant ces complexités car les opérations sont séquen-
tielles, on trouve que la complexité de decodageBW(tt) est
O(n).
Exemple :

>>> t=numerise(’concours’)
>>> tt=codageBW(t)

>>> t=decodageBW(tt)

>>> denumerise(t)

concours

VIII. COMPLEMENTS - (BONUS)

13. Fonction decodage(tt)

def decodage(tt):
m,i,t=tt[0],1,[]
while i<len(tt):
# cas d’une lettre repetee

if tt[i]==m:
t=t+(tt[i+1]+1)+[tt[i+2]]
i=i+3

# cas d’une lettre isolee

else:
t=t+[tt[i]]
i=i+1

return(t)

Exemple :
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>>> t=[0,0,3,2,3,3,3,3,3,3,5]
>>> tt=codage(t)

>>> decodage(tt)

(o, o, 3, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 5]

14. Fonction numerise(mot)

def numerise(mot):
return([ord(e) for e in mot])

Exemple :

>>> numerise(’concours’)
[99, 111, 110, 99, 111, 117, 114, 115]

15. Fonction denumerise(t) :

def denumerise(t):
return(’’.join([chr(e) for e in t]))

Exemple :

>>> denumerise(t)
concours

16. Fonction triRotations(t)

Nous mettons en place le tri fusion qui répond favorable-
ment a la contrainte de complexité. Pour cela il suffit
d’adapter le tri vu en cours avec l'ordre induit par la fonction

comparerRotations.

def

def

def

def

def

>>>
>>>
(o,
>>>

fusion(t,L1,12):
if len(1L1)==0:
return(L2)
if len(L2)==0:
return(Ll)
if comparerRotations(t,L1[0],L2[0])==-1:
return([L1[0] J+fusion(t,L1[1:],L2))
else:
return([L2[0] ]+fusion(t,L1,L2[1:]))

tri_fusion(t,L):
if len(L)<2:
return(L)
else:
k=len(L)//2
return(fusion(t, tri_fusion(t,L[:k])
,tri_fusion(t,L[k:])

triRotations(t):
r=list(range(len(t)))
return(tri_fusion(t,r))

La complexité du tri fusion est G(nln(n)) en lopération de
comparaison. Ici, la comparaison des objets est réalisé par

compareRotations qui consite &4 un parcours du texte soit
@(n). La complexité globale est donc de @(n?1n(n)).
17. Fonctions compresseBW(mot) et decompresseBW(tt)

compresseBW(mot):
t=numerise(mot)
T=codageBW(t)
return(codage(T))

decompresseBW(tt):
tt=decodage(tt)
t=decodageBW(tt)
return(denumerise(t))

Exemple :

tt=compresseBW(’concours’)

tt

115, 110, 111, 0, 1, 99, 117, 114, 111, 3]
decompresseBW(tt)

concours
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