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Corrigé du DM 14

Densité et structure algébrique

1. Soit y € f(I) et € > 0. Il existe z € I tel que f(z) =y.

La continuité de f en x donne qu’il existe o > 0 tel que f(Iﬁ Tr—« ZL‘—l—Oé) Cly—ey+e]
Or A est dense dans I donc il existe a € ANI N[z — o,z + o et donc f(a) € [y — e,y + €.
(A) est dense dans f(I )‘

Autre approche : Mettre en place la caractérisation séquentielle de la densité.

Soit y € f(I), alors il existe x € I.

Par densité de A dans I alors il existe (a,)neny € AN qui converge vers .

Par continuité de f en z, alors (f(an))neN € f(A)N converge vers .

Ainsi, par caractérisation séquentielle de la densité, f(A) est dense dans f(I).

2. Soit a € RY, aZ C R. De plus 0 = a x 0 € aZ donc aZ # 0.
Enfin, pour ak, ak’ € aZ alors ak + (—ak’) = a(k — k') € aZ.

Ainsi, par caractérisation d’un sous groupe, ’aZ est un sous-groupe de (R, —|—)‘

Ainsi,

3. Soit G un sous groupe de (R, +) différent de {0}.

a) Soit x € G N\{0} alors —x € G et donc G NRY est une partie réelle non vide et minorée par 0
donc elle posséde une borne inférieure, notée b.

b) Soit b € GNRY. A fortiori b > 0. Montrons que G = bZ.

Par itération de la loi de composition interne BN C G ; leurs opposés sont aussi dans G
donc bZ C G.

Soit x € G. Posons ¢ = L%J alors

X

<
1=

<qg+1 = ¢gp<z<gh+d = 0<x—qgb<bd

Orz,b € G et g € Z donc ¢gb € G et pour finir x — ¢gb € GNR,. Comme b = inf(GﬁRi)
alors x — gb = 0 donc x = ¢b € bZ. Ainsi, G C bZ.

Ainsi,

sibe GNRY, alorsGCbZ.‘

c) Soit b ¢ G NR%. Montrons que G est dense dans R.

Soit x € RY et € > 0. Par définition de la borne inférieure, b + ¢ n’est pas un minorant de G N R*
donc il existe y; €]b,b + ¢[NG.

De méme, y; n’est pas non plus un minorant de G N R’ donc il existe yo €]b, 1 [NG. 1l vient :

Yo <y <b+e B
b<y<y1 <b+e = {—ygﬁ—ygﬁ—b = 0<y1—1y2<e¢

x
Comme y1,y2 € G alors a =y1 — y2 € G. Posons ¢ = {—J alors
Q@
x
q§a<q+1 = gqgqa<zr<qgo+ao

Or a < € et comme ga < x alors gqa + a < x + € par somme d’inégalités. Donc

<(¢g+Da<z+e



Lycée Saint-Exupéry — MPST 2023/2024 — Mathématiques Proposition de corrigé du DM 14

De plus, par itération de la loi de composition interne, (¢ + 1) € G NRY.
Ainsi, G NRY est dense dans R.
Considérant les opposés, alors G N R* est dense dans R_.

Ainsi, [si b ¢ GNRY, alors G est dense dans R.

Remarque — Si b ¢ GNRY alors b = 0.

Formuler ce résultat n’est pas directement utile pour répondre a la question de la densité.
Néanmoins il se déduit de ce qui a été fait en prenant € = b.

En effet, raisonnant par I’absurde, supposant b > 0, alors y; —y2 € GNJ0, b] ce qui est contradictoire.

d) Si G = {0} alors G = 0Z. Sinon, nous venons de voir que soit G = bZ soit G est dense dans R.
Alinsi, ’les sous groupes de (R, +) sont soit de la forme aZ avec a € R4, soit dense dans R. ‘

4.0naZ+2rZ CR. Deplus, 1 =1+4+271 x 0 € Z + nZ donc Z + w7 # ().
Enfin, pour a + 2bm, ¢+ 2dw € Z + 27Z alors a + 2bmw + (—c — 2dw) = a — ¢+ 2n(b—d) € Z + 27Z.
Alinsi, par caractérisation d’un sous groupe, | Z + 27Z est un sous-groupe de (R, +). ‘

5. Montrons par ’absurde que Z + 27Z est dense dans R. Supposons la négation vraie ; d’aprés ce
qui précede, il existe b € RY tel que Z + 27Z = bZ.

1
D’une part, 1 € Z 4 2nZ = bZ donc il existe k € Z* tel que 1 = bk c’est-a-dire que b = Z € Q.
bk’
D’autre part, m € Z + 2nZ = bZ donc il existe k' € Z* tel que 2w = bk’ et donc m = 5 € Q ce qui
est faux par hypothése.
Ainsi, | Z + 277 est dense dans R.

6. Procédons par double inclusion. D’une part :
NCN+2rZ CZ+2rZ = cos(N) C cos (N+ 27Z) C cos (Z + 2nZ)
D’autre part, considérons x € cos (Z + 27TZ) donc il existe a,b € Z tel que
x = cos(a + 2bw) = cos(a) = cos(—a) € cos(N)

Donc cos (Z + 27Z) C cos(N).
Ainsi, | cos (Z 4 27Z) = cos (N + nZ) = cos(N).

7. La fonction cos est continue sur R et cos(R) = [—1, 1].
De plus, Z + 27Z est dense dans R donc cos(Z + 27Z) est dense dans [—1, 1].

Or cos (Z + 2nZ) = cos (N), donc ’cos(N) est dense dans [—1, 1]. ‘

8. Soit = € ,1]. Montrons qu'il existe une fonction strictement croissante de ¢ € NY telle que la

[—1
suite (cos (¢(n)) converge vers .
neN

Posons ¢(0) = 0. Procédons par récurrence pour établir que pour tout n € N* on peut construire
¢(n) tel que p(n) > o(n — 1) et |cos (p(n)) — z| < %
Initialisation : Posons ¢(1) =1 avec 1 > ¢(0).
Comme cos (¢(1)),z € [—1,1] alors cos (p(1)) — z € [~2,2] et donc |cos (p(1)) — z| <

=] Do

Hérédité : Soit n > 1. On suppose (¢(n) construit.

Considerons K = (1,110 [ - 2] ) eostini € ooy

nt 1" nrl

L’ensemble K est une réunion finie d’'intervalles. Alors il existe a,b € [—1, 1] tel que [a,b] C K.
La densité de cos(N) dans [—1, 1] donne qu’il existe N € N tel que cos(N) € [a,b] C K.

Par construction de K on a les propriétés suivantes :

2
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N > ¢(n), on peut pose p(n+1) =N
cos(N) e K C [m

2
, T+ donc |cos(N) — z| <
n+1 n+1 n+1

Conclusion : il existe une fonction ¢ € NN strictement croissante telle que pour n € N*

[cos (p(n) — o] <

2
Or ~ 0 donc cos (p(n)) — z.

Ainsi, | il existe une suite extraite de <Cos(n)) qui converge vers z.
neN




