TD 21 : Espaces vectoriels

Structure d’espace vectoriel

» Exercice 1 (réfce 2) : Soit (E,+,.) un C-espace vectoriel. On définit une autre loi externe sur E par :
YAeC, Ve € E, Axx =Re(\).x
L’ensemble (E, +, *) est-il un C-espace vectoriel ?

Sous-espace vectoriel engendré par une partie

» Exercice 2 (réfce 4) : Dans R® on donne u = (—12,-2,5), v = (2, —1,4) et w = (5,0, 1).
a. L’un de ces vecteurs est-il combinaison linéaire des deux autres?
b. Caractériser Vect(u) et Vect(v, w)
c. Montrer que Vect(u) et Vect(v,w) sont supplémentaires dans R>.

» Exercice 3 (réfce 5) : Dans R* on donne v; = (—1,1,1), vp = (1,5,1) et vz = (0,3,1) et vy = (1,2,0). Montrer
que Vect(vy, v2) = Vect(vs, v4).

» Exercice 4 (réfce 6) : Soit A et B deux parties d'un K-espace vectoriel E. Montrer que Vect(A U B) =
Vect(A) + Vect(B).

Sous-espaces vectoriels

» Exercice 5 (réfce 8) : Soit n > 1. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de
I’espace vectoriel R™ ?

{(z1,...,zn) €ER" | 21 =0}
,Zn) ER™ | 2y =1}
( S xn) ER™ | 2% 4+ 23 =0}
(z1,...,7,) €R" | 2} = 23}
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» Exercice 6 (réfce 9) : Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de 'espace vectoriel
des fonctions de R dans R?

1. 'ensemble des fonctions a valeurs positives ou nulles,
I’ensemble des fonctions nulles en 0,
I’ensemble des fonctions polynomiales de degré deux exactement,

I’ensemble des fonctions monotones sur R,

oUW

I’ensemble des fonctions dérivables en 0.

» Exercice 7 : Montrer que {u, € RN, Vn € N, Un+2:3un+1+2un} est un sev d’un R-ev a déterminer.

» Exercice 8 (réfce 11b) : Soit E 'ensemble des suites réelles convergentes.

1. Montrer que E est un R-espace vectoriel.



MPSI TD 21 - ESPACES VECTORIELS 2/2

2. Soient F = {u € E | 11111 un, = 0} et G est le sous-ensemble de E formé des suites constantes. Montrer
n—-+0oo

que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E et qu’ils sont supplémentaires dans F.

Opérations dans les espaces vectoriels

» Exercice 9 (réfce 13) : Soit E un espace vectoriel sur K et F', G et H trois sous-espaces vectoriels de E. Montrer
que FCH=F+(GNH)=(F+G)NH.

» Exercice 10 (réfce 14) : Soit E un espace vectoriel sur K et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer
que si F'U G est un sous-espace vectoriel de E alors FF C G ou G C F.

» Exercice 11 (réfce 16) : On pose F = {(z,y) € R* |z +y = 0} et G = {(z,y) € R? | 2 — y = 0}. Montrer que
les ensembles F' et G sont deux espaces vectoriels. L’ensemble F U G est-il un sous-espace vectoriel de R? ?



