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Execie 3

&

Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = xsh (1 )

1. R* est symétrique par rapport & 0. Pour tout a2 € R*
1 1\
f(—2) = (—=x)sh (-— -5) = mah (;) = f(m) ear sh est impaire.

2. (a) Au voisinage de 0, sh(X) A X.
Limite en 400 : Pour o tendant vers 400, on pose X = 1/x. Ainsi X tend vers ot et

:sh(%)=ﬂx£1 "

X—ebt

Limite en —co : Par parité,
sh(X)

(b) Limite en 0 : Pour z tendant vers 0%, on pose X = 1/z. Ainsi X tend vers +oo et zsh (i) -

(’.'x - ex e_x T
—x Or xlqi'-?m %= 400 par croissances comparées et x]—j.I-?m > = 0. Done =h_.151+ flz) = +oo. [

Par parité de f, I.i%s_ flz) = +o0.

3. Sur R", la fonction = — sh (1) est dérivable. En effet c'est la composée de la fonction z ~—s 1 qui est dérivable
sur R* & valeurs dans R" et de la fonction sh qui est dérivable sur B, Puis par produit de fonctions dérivables,

| f est dérivable sur R 1
r-a (@) (2)a(2) (RO T=0)

Pour tout = € R®,
. Pour X € R}, on pose ©(X) = th(X) — X. ¢ est une fonction dérivable sur B} de dérivée

VX >0, ¢(X)=1-th*(X)-1=—th*X <.

Donc @ est strictement décroissante sur R3. Donc pour tout X € R, ¢(X) < »(0) soit | th(X) < X.

. Comme la fonction ch est strictement positive, on trouve d'aprés la question A.4. que f' est strictement négative sur
R3 . On en déduit le tableau de variations suivant (grace & la parité de f) :

T |—00 0 400

A

1 1

sh(X)
X

. Pour obtenir le développ t limité & l'ordre 4 en 0 de la fonction X +——
a l'ordre 5 en 0 de la fonction sh :

, on effectue le développement limité

SR,
sh(X) = X Hrtma® o( X®).

Donc

gy o, X xt i
X -1t tig teX)

On pose X = %, Ainsi lorsque 2 tend vers 400 ou —oo, X tend vers 0. Donc pour X au volsinage de 0, on & d'aprés

la question A6,
1Y _sh(x) _ x* X! q
f(x)— X —l+—é—+120+o{.’f}.

soit pour z au voisinage de +00 ou —o0,

f(#) =1+ g + o m—‘d)

1l suffit done de prendre | ay =1, ﬂ1=0.a:=%.a3=0,a4=12%.




8, La fonction = — f (1) est dérivable sur R® comme composée de deux fonctions dérivables (fonction f et fonetion
inverse). De plus, pour * € R au voisinage de 0

4
f(£)=1+5‘3—2+-:%+c(r‘).

Done lim f 1) = 1, ce qui prouve que f se prolonge par continuité en 0. En notant # ce prolongement, F(0) =1
=0 T
et F admet done le développement limité suivant en 0 :
2 a
.. 4
Fle) =1+ + g5 + (=)

Ainsi F admet un développement limité & l'ordre 4 en 0, dong aussi un développement limité & l'ordre 1 en 0 ce qui
prouve que F est dérivable en 0.

Finalement, F étant aussi dérivable sur R™, on a prouvé que [Efonct,ion F est, dérivable sur R, !




Exocin 3
PARTIE I :

1) On remarque que 4 = 4 donc ‘4.4 = A? = A.'A donc A vérifie la relation (1)
De méme on remarque 'C = —C donc 'C.C = —€C? = C.'C donc C vérifie la relation (1)

vee2 (8] 1]

On en déduit que selon la parité de n on a A™ = A ou A™ = I. Dans les deux cas ces matrices vérifient la relation (1)

3) Pour montrer que A est inversible il suffit de prouver que son déterminant est non nul :
354 ‘ = —1 # 0 ou encore puisque A? = I, A est inversible d’inverse lui-méme.

det(A) :I 10

I,) U vérifie la relation (1) car comme pour la matrice A elle est symétrique.

Montrons : Vn € N*, U™ = 2" par récurrence :

Pour n=1 le résultat donne U = 2°.U donc est vrai

Supposons que pour un entier n on a U™ = 2"~1{/ et montrons la relation au rang n+1 : U™+ = U.U" = 27~1.U? par

hypothése de récurrence; Or U? = [ i } H i - ]=[ ; %]:2{1. Dlott UnH! = gn=19.07 = 2n.1/

Les puissances U™, vérifient donc(1) puisque ce sont les mémes que U & une constante multiplicative prés.

2 0 0 4 00

Cela prouve que A+C ne commute pas avec sa transposée doncona: A€ E ,C € Eet A+ C ¢ E. Cela contredit la
stabilité de E par somme donc la structure d’espace vectoriel.

i il e a b _[a®+c® ab+de
{) MM_[IJ d}'[c d}_[ab+dc b2 +d? |
a*+b* ac+bd
ac+bd c24d2 |

s)arc=|3 §Jancuroru+o=[9 §|aurauro=[g g

De méme on obtient : M'M = [

h=p
actcd =ac+de

ac+bd =ab+de
Donc M € F & a2+ 62 =a?+tc? %{

ou bien b=_c b= b.
P+ =+ o ac— cd =—Gc+dc®_co“m

{db= =_;C ¢#M=[z ;]oubienM=[: _;]

_ 10 0oo0] o1 ! 10 0 -1
heeemevet s o |.[o 3]-[1 & pavemmeveals (][0 3]
E est donc bien la réunion de deux espaces vectoriels

1 1 0 -1 1 -1
?)CalculonsU.C=[] 1],[1 5 ‘,.[] _1]
Montrons qu'alors cette matrice n'est pas dans Fy car ne commute pas avec sa transposée :
1 -1 11_22“'11 L= T2 =D
1, —Ll®l =1 2|20 =2t =t [ | =2 2

On n’a donc pas la propriété proposée puisque U et C en donnent un contre-exemple: VEE 2, CEE) wmaid V. 54 EL




f PARTIE 11

0 1 0 0 o6 1

0 01 -1 0 0

-1 0 0 0 =1 0 ;
U0 =1 1 00 0 0 I 0 Ao Gl ()
1 0 0 01 0|et'SS=1]|110 0 0 0 1|l={0 1 0| done i
01 0 00 1 g -1 0 1 0 0 00 .1 i

(
. i 0 0 1 0 =1L 0 0 0 =1 0 (il
Deméme: S° (S = <1 0 o]0 0 -1 |= 1 etf(8%).8% =10 0 =1 -1 0 0|=
1 0 =1 0|1 0 0 1 0 b 0 -1 0

(==
Lot = B =

)

2) bna F = Vect(I; 5,8% = {aly + bS +¢cS? (a,b,¢) e R}, T, Sa¥C 7% sk I"Acﬂ.u.a Attses (
] 14 1 Ly ¥y ! ¥ 2
Ldene e Ma(R) ex £ et aun Serohe u&;c‘:rz.)-a‘umu P FC E3 Hs )
Sk REF. 10 ewihi (a b)) € m3 tq AR=aI3tbS+cs>

BB = (aly 48+ ¢4(5%)). (aly +bS +e5?) = (a2 + B2+ )5 +a.b(S+ §) + a.c(*(S?) + 57) + b.e(S(57) + 52.48) =
(67 + 6% 4+ )3 + a.b(S +* S) + a.c(t(5?) + 52) + b.e(S +* )

€ RIR = (al3+bS+0S?). (aly +5S+cH(S2)) = (a2 +02+c2)Is +a.b(S+45) +a.c((S?) +52) +b.c(S.H(S2)+52.4S) =* R.R
onc RE LBy oF oewme Fo €.

3) soi
olent (a,b,c) et (d, e, f) deux éléments de R et soit R = aly +bS +cS? et T = dly + €S + f5?% .

RT =
!m = ;f;’z :; (:ii ; mbdif' +(af o betcd)S®+ (bf +0e)S3 4 ¢f 5% = adly + (ae +bd)S + (af +be-+cd)S? — (bf + ce)[s—cf S
) ent que 5% = —JI. Donc R.T € Vect(ls, S, 5%) = F et F est bien stable par multiplication.
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