Chapitre 26 : Matrices et applications linéaires

Introduction

Dans le chapitre 23 on a démontré la propriété suivante :
Soit B = (e, ..., e,) une base de E et (fy, ..., fn) une famille de F’
Aue L(E,F) Yie[l,n] u(e)=fi
Cela signifie qu’étant donnés deux K-espaces vectoriels finis E et F', une base B = (e1,...,e,) de E et une base
C = (f1,...,fn) de F, une application linéaire f de E dans F' est entierement déterminée par la donnée de
fle1),..., f(ep), qui eux-mémes sont déterminés par leurs coordonnées dans la base C de F. Ces coordonnées
peuvent étre rangées dans une matrice.

1 Matrices et applications linéaires

Soit K un corps commutatif et (n,p) € N*.
1.1 Matrice d’un vecteur, d’une famille de vecteurs

Définition 1.

Soit E un K ev de dimension n. Soit B= (e1, -+ ,ep) une base de E.
n 1
Soit x = szek € E. La matrice de x dans la base B est la matrice colonne : matg(x) =
k=0
Tn

1.2 Matrice d’une application linéaire dans un couple de bases

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies respectives p et n. Soit B = (uy, ..., up) une base de E
et B = (v1,...,v,) une base de F.
Soit f € L(E,F).

f est completement déterminée par la définition de f(uq),--- , f(up) qui sont eux-mémes complétement définis par
Qayj 11 Q1p
‘ N2 s Q2j L. Q21 Qgp
leurs coordonnées par rapport a B'. Soit j € [[1,p]], f(u;) = | . CAinsi f(u) = | . o fluy) =
anj B’ anl B’ anp B’

f est compléetement définie par la donnée de n x p coefficients «;; c’est-a-dire par une matrice & n lignes et a p
flu) - flup)

U1 i1 ce Qip
colonnes M € M,,(K) : =M

Un Qn1l e Anp

Définition 2 (Matrice d’une application linéaire).

Dans ce contexte, M est appelée matrice de f par rapport aux bases B et B et est notée M = matgg: (f).

La j°™¢ colonne de M représente les coordonnées de f(u;) par rapport a ',
f(u;) est le 7™ vecteur colonne de M.
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Remarque 1. VM € M,,,(K), 3f € L(E,F) | M = matpp (f). En effet soit M = (a;5) € Mpp(K).

a1l Q1p
91 (%)

Soitwy=| . | ,ow,=| | €F 3AfeLEF), YjelLpl flu)=w, doncIf€LEF)| M=
Qn1/ g Qnp/

matgp (f).
Si on change de base, on change de matrice.

1.3 Calcul des coordonnées de I’image d’un vecteur par une application linéaire

T
T2
Soit f € L(E,F), M = (o;) = matpp (f). Yo = | . € E, quelles sont les coordonnées de f(x) par rapport a
Tp/ 4
B'?
T =21U1 + ++ F TpUp.
fl@) =21 f(ur) +- +apf(up).
] =anz + -+ o,
a11 Oélp m’l
a1 Oégp l‘/Q /
Or fu1) =1 . e flup) = | . .Donc f(z) =] . avec  T; = 01Ty + -+ QupTy
anl B’ anp B’ m;; B’
Ty, = a1+ A Qpy

On reconnait ici la formule analytique d’une application linéaire.
P

Vi € [[1.n]], 2} = Z a;jxj. x; s'obtient en faisant la somme des produits deux & deux des éléments de la i°™ ligne
=1
de M avec les coordonnées de z.

1.4 Exemples

» Exemple : soit £ = R B = (i, ) la base canonique de R?.
r est la rotation de centre 0 et d’angle 6.
Ecrire matgg(r), matps(r?), matgg(r—!), matgs(id), matgs(—id), matgs(—r).

» Exemple : £ = K,[X], (a1,a9, - ,a,) € K" et B = (1, X,X?%--- | XP). F = K", B' = (e1, -+ ,en) la base
canonique de K.

Onpose ¢p:: E— F, P~ (P(ay), -, P(ay)). Vérifier que ¢ € L(E, F). Ecrire matgg (¢).

» Exemple : matrice d’une forme linéaire. Soit F un K-espace-vectoriel de dimension p et de base B =
(w1, ,up) et ¢ € L(E,K). Soit B = (1) la base canonique de K.

T
L2

Ve =| . €E, ¢(r) =oqz1+ -+ aprp ol a; = ¢(u;) pour i € {1,--- ,p}.
Tp/ 4

Donc matgg(@) = (a1 a2 -+ ap).

1
» Exemple : E = R,[X] et B= (1, X, X% -, X")et¢: E—R, Prs P(1)et¢p: E — R, Pn—>/ P(t)dt;
0

écrire matpg (¢) et matpg (¥).

1.5 Opérations sur les matrices
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Propriété 1.

Soit B = (u1,--- ,up) une base de E (de dimension p) et B' = (vy,--- ,v,) une base de F (de dimension n)
fizées.

On note ¢pppr : L(E,F) = Myp,(K), f— matgs (f).

¢ est une bijection.

Cas ot E = F' : isomorphisme d’espaces vectoriels et d’anneaux de L(E) sur M,,(K) induit par le choix d’une base.
On rappelle que (M,,,(K),+,.) est un K-espace vectoriel de dimension n x p.

Définition 3 (Somme de deux matrices et produit par un scalaire).
Soient My, My € M,,,(K) et o € K.

Jf, € ﬂ(E7F>, M, = matggf(fl).

E“fg € ﬁ(E,F), My = matBB/(fg).

matBB/(fl + fg) =M + M.

matpp (af1) = oM.

Définition 4 (Matrice nulle, opposé d’une matrice).

matpp (0) = (0)1<i<n, 1<j<p = OMm,,, (1) -
VM = (aij)1<i<n, 1<j<p € Mnp(K), 3 fcL(E, F), M = matgp (f) et matgp (—f) = —M.

Définition 5 (Produit de deux matrices).

Soient E, F et G trois K-espacces vectoriels de dimensions p,n,m € N*,
Soit f € L(E,F) etge L(F,G). go f € L(E,G).

Soit By = (u1, -+ ,up) une base de E.

Soit Bo = (v1,- - ,vp,) une base de F'.

Soit By = (w1, -+ ,wy) une base de G.

Soit B = matp, 5, (f) = (bij)i1<i<n, 1<j<p € Mup(K).

Soit A = ma’thBg (9) = (@ki)lgkgm, 1<i<n € an(K)

matg, g, (g o f) = matp,B,(9) X matg, B, (f) = A x B.

Rappel :
Soit A = (aki)lgkgm, 1<i<n € an(K) et B = (bij)lgign, 1§j§p) € an(K)
A X B = (ckj)i<k<m, 1<j<p € Mmp(K) avec

Ckj = Zam’sz = ap1b1j + apaba; + -+ Apnbnj.

=1
1.6 Lien entre matrices inversibles et isomorphismes

Propriété 2 (Caractérisation d’une matrice inversible).

Soit M € M, (K), soit f € L(E) tel que matg(f) = M, alors M est inversible ssi f est bijective et dans ce
cas M~ = mats(f1).

Plus généralement, si E et I sont deux sev de méme dimension n munis de deux bases B et B’, alors f est bijective
ssi matg g/ (f) est inversible et (matp g/ (= matg g(f ).

2 Changement de base

2.1 Matrice dans une base d’une famille de vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et de base B = (e, ..., e,) .
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Définition 6.

On appelle matrice de la famille (x4, ...,x,) dans la base B = (e1,...,e,) , la matrice dont la 7™ colonne est

T e T
er [T - Tip
la famille des coordonnées de x; dans B. On note matp (21, ...,2p) = !
€n Tni e Tnp

n
ol T; = E TjCk-
k=1

» Exemple : Ecrire la matrice de la famille (e; + e2 + e3, e1 + 2e3 + €3, €1 + e2 + 2e3) dans la base (e1,eq,€e3) de
R3.

Définition 7.

1. matp () = X wvecteur colonne des coordonnées de x dans B

2. matpg, B, (u) = matg, (u(By)).

Propriété 3.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et de base B = (e, ...,e,) et soit F = (21, ...,xy,) une famille de
n vecteurs de E.
F est une base de E si et seulement si matg (F) est une matrice inversible.

2.2 Influence d’un changement de base sur les coordonnées d’un vecteur

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*,

Soient B = (€1, ,en,) et B = (e, -+ ,el) deux bases de E.
71 Ty
Soit x € E. z a pour coordonnées | : | dansla base Bet | : | dans la base B.
Tn x
T Ty
X=|:|eX =|[":
Tn x,

Question : quelle relation y a-t-il entre X et X' ?

Cklj

Vi e [[1,n]], 3(ay, -, an;) € K", €} a pour coordonnées

Oénj B

n
xr = E X;€;.
=1
n n n
_ VAN !/ o
x=D ahey =2 () ayed)
j=1 7j=1 i=1

n n

n n
= g g Tiagje; = E ( g QijT;)e;
j=11i=1 i=1 j=1

D’o, par unicité des coordonnées par rapport a la base B :

Vi€ [[1,n]], z; = Z%‘jl‘;‘-
=1

/ / /
T = Q1127 + Q12T + - - + Q1T

/ ! !
Tn = Q1T + Wp2Ts + -+ + Qpp Xy,
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/
X1 a1 . Qan Ty
C o . . = X .
Ce qui s’écrit sous forme matricielle : ’
Tn (6751 T Qpn Ty,
X = PB,B’ X !
/ /
€1 o €n
€1 a1 A1p
Ofl PB,B’ = :
€En (€775 B Qnn

Remarque 2. La matrice de passage de la base B a la base B’ est, par définition, la matrice de la famille B' dans
la base B. Sa j°™° colonne est constituée des coordonnées dans la base B du j°™° vecteur de la base B'.

PB,B/ = matB/,B(idE) = matB(B').

De méme, il existe une matrice de passage de B' a B : Py .

Pp g = matg’gl(idE).

In = matgf,gf(idE) donc PB’,B X PB,B’ = In-

De méme I, = matg g(idg) donc Pgp X Pg g =1I,.

Propriété 4.

La matrice de passage de B a B’ est inversible (c’est-a-dire est un élément de GL,,(K)) et Pg,ll,s, = Pp 3.

Propriété 5 (Relation de Chasles pour les matrices de passage).
‘ Soient B, B' et B" trois bases de E. Pgp» = P X Pg/ pr.

2.3 Influence d’un changement de base sur la matrice d’une application linéaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension p € N*.

Soient B = (e1,--- ,ep) et B’ = (e}, ,¢,) deux bases de E.
Soit F' un K-espace vectoriel de dimension n € N*.

Soient C = (f1,-++ , fn) et C" = (f1, -+, f)) deux bases de F.
Soit f € L(E, F).

Soient A = mat&c(f) et A = matB/,c/(f).

Question : trouver une relation entre A et A’.

Soit P = P € gﬁp(K)

Soit Q = Pecr € GL,(K).

f=1idgo foidg donc

matB/}c/(f) = matc}c/(idp) X matgyc(f) X matg/’g(idE).
D’ou A = Pc/}c X A X PB7B’~

A = Q_lAP oun A = matg ¢/ (f), A=matge(f), P=Ppp et Q= Pccr.

Remarque 3. Comme P et Q sont inversibles, A= QA'P™".

2.4 Influence d’un changement de base sur la matrice d’un endomorphisme

SiE=F,B=CetB =C.
Soit f € L(E).

A’ =P 'AP ot A’ = matp (f), A =matg(f) et P = Psp.

Ici P=Q.
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3 Matrices semblables. Noyau, image et rang d’une matrice
3.1 Matrices semblables

Définition 8.

Soit n € N* et A, B deux matrices carrées de M, (K).
On dit que A est semblable ¢ B lorsqu’il existe une matrice inversible P de M,,(K) telle que A = pPBP~ .

Propriété 6.
Si B est semblable a A alors A est semblable a B.
La relation ”‘étre semblable a ”‘est une relation d’équivalence sur M, (K).

Propriété 7.

Deuz matrices carrées d’ordre n sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme

dans deuz bases de K", c’est-a-dire s’il existe f € L(K™) et deux bases B et B de K" tels que A = matg(f) et
B = matg/ (f).

Propriété 8.

Soit n € N* et A, B deux matrices carrées de M, (K), semblables. Alors pour tout k € N, A* et B sont
semblables (avec la méme matrice P).

Propriété 9 (Invariance de la trace par similitude).

Deux matrices carrées semblables ont méme trace.
Si A= PBP™!' tr(A) =tr(PBP™') =tr(BPP™') = tr(B).

3.2 Application linéaire canoniquement associée a une matrice

Définition 9.

Soit M = (a;j) € Mpp(K). Si E = KP et F = K" sont munis de leurs bases canoniques B et B’ avec
B= (e, ,ep) et B' = (fi,-+, fn)-

alj

Qgj
Soit f € LIKP,K™) [ V] €[[L,p]], fle;) =

anj B’
On a alors M = matgp (f).
f est appelée application linéaire canonique associée a M.

2 -1 -1 -1 0 0
Montrer que A= |2 1 —-2|etB=| 0 1 1| sontsemblables et exprimer le lien matriciel. En déduire
3 -1 =2 0 0 1

A" pour n € N.
3.3 Image et noyau d’une matrice

Définition 10 (Image et noyau d’une matrice).

Soit M € M, (K).

Soit f Uapplication linéaire canonique associée a M. On a f : KP — K" x — f(z). On note B la base
canonique de KP et C la base canonique de K".

On appelle noyau de M 'ensemble : Ker(M) = {X € Mp1(K) | MX =04, ,x)} = {matp(z) |z € Ker(f)}.
On appelle tmage de M Uensemble : Im(M) ={Y € M,,1(K) | 3X € M,,1(K), MX =Y}

= {matc(y) | y € Im(f)}.
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Propriété 10 (Théoréme du rang pour les matrices).
” Soit M € M, (K). dim KerM + dim ImM = n.

Propriété 11.

Soit M € M, (K).

Les colonnes de M engendrent ImM .

Les lignes de M donnent un systéme d’équations de KerM .

3.4 Rang d’une matrice

Définition 11 (Rang d’une matrice).

Soit M € M,,,(K). On appelle rang de M et on note rg(M) le rang de la famille des vecteurs colonnes de M
dans K.
c, - G,
all DRI alp
M =
an1 - anp
rg(M) = rg(C1,--- ,Cp) = dim(Vect({Ch,--- ,Cp})).

Remarque 4. Vect({C1,---,Cp}) est un sous-espace vectoriel de K".
rg(M) < p et rg(M) < n.
rg(M) = dim ImM

Propriété 12.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension p et B une base de F.
Soient F' un K-espace vectoriel de dimension n et C une base de F'.
Soit f € L(E,F) et M = matge(f).

Alors rg(f) = rg(M).

En particulier, le rang de A est celui de I'application linéaire canoniquement associée a A.

Propriété 13 (Caractérisation d’une matrice inversible par son rang).
” Soit M € M,,(K). M est inversible ssi rg(M) = n.

Propriété 14 (Rang et matrices semblables).

” Deuz matrices semblables ont méme rang.

Réciproque fausse : I,, et 51, ont méme rang mais ne sont pas semblables.
3.5 Rang et opérations élémentaires

Propriété 15 (Rang et opérations élémentaires).

— Multiplier une matrice a droite ou & gauche par une matrice inversible ne change pas le rang.
— Appliquer une opération élémentaire a une matrice ne change pas le rang de cette matrice.

4 Retour aux systemes

On peut interpréter de plusieurs fagons le systeme linéaire S de n équations a p inconnues suivant :
1121 + -+ a1 pxp = 0
S = :

Ap1T1 + -+ AppTp =0
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On note dans toute la suite A la matrice de S. On appelle rang du systéme, le rang de la matrice A associée.

4.1 Interprétation vectorielle

by
by P
Soient Cy, Cs, ---, Cp les vecteurs colonnes de A. Soit B= | . | € K". Le systéeme S s’écrit Za:jCj =B.
: =
bn
Réciproquement, si vy, v, -+, v, et b sont p + 1 vecteurs d'un espace vectoriel de dimension n et de base B,
I'équation a1 + aave + - - - + v, = b d'inconne (ag, ag, - - - , a,) se traduit dans la base B par un systéme linéaire

de n équations a p inconnues.

Propriété 16.
On a les assertions suivantes :
— le systéme S est compatible ssi B € Vect{C1,Cy,-- ,Cp}. En particulier si (C1,Ca,--- ,Cp) est génératrice
de K", c’est-a-dire si rg(C1,Cyo,--- ,Cp) =n, S est compatible,
— le rang de S est égal au rang de (C1,Ca,--- ,Cp),
— st la famille (C1,Ca,--- ,Cp) est libre alors le systéme S posséde au plus une solution,
— sin = p et sila famille (C1,C4,--- ,Cy) est une base de K" et pour tout B le systéme posséde une
unique solution (formée des composantes de B dans la base (Cy,Ca,---,Cp)).

4.2 Interprétation a I’aide d’une application linéaire

Soit u l’application linéaire de KP dans K" canoniquement associée & A. Soit z = (z1,22, -+ ,2p) €t b =
(b1, b2, ,by) alors le systeme S s’écrit u(z) = b.
Réciproquement, étant donnés deux K-espaces vectoriels E et F' de dimensions p et n, une application linéaire u de
E dans F et un vecteur b € F, 'équation u(x) = b d’inconnue « se traduit par un systéme linéaire & n équations et

p inconnues.

Propriété 17.
On a les assertions suivantes :
— le systéme S est compatible ssi b € Im(u). En particulier si u est surjective alors S est compatible,
— st u est injective S posséde au plus une solution,
— st u est bijective S posséde une unique solution,
— si xg est solution de S alors l'ensemble des solutions de S est xg + Ker(u),

— 19(5) = rg(u),
— i S est un systeme de rang r alors l’ensemble des solutions de Sy est un sev de KP de dimension p—r.

4.3 Interprétation a 1’aide de formes linéaires

Soient ¢1, ¢2, -+, ¢, les formes linéaires sur KP canaoniquement associées aux lignes de A. Soient x =

#1(x) = by
(x1,29, -+ ,xp) et b= (b1,ba,--- ,by). S s’écrit alors

Réciproquement, étant donnés un K-espace vectoriel E de dimension p et des formes linéaires ¢1, -+, ¢, sur F, le

$1(x) = by

systeme d’équations d’inconnue x € F : : se traduit par un systéme de n équations a p inconnues.



MPSI - L. Thuillier CHAP 26 : Matrices et applications linéaires 9/10

Propriété 18.
On a les assertions suivantes :
— [’ensemble des solutions de Sy, systéme homogéne associé a S, est lintersection des noyaux des formes
linéaires ¢1, P2, -+, ¢ (intersection de n hyperplans vectoriels de KP ),
— $i¢1, ¢, -+, Oy sont indépendantes, alors rg(d1, d2, -, dn) = rg(S) = n et la dimension de lintersec-
tion des n noyauz des formes linéaires est un sous-espace vectoriel de KP de dimension p—rg(S) = p—n.

4.4 Systéemes de Cramer

Définition 12.

Si S est un systeme linéaire de n équations a n inconnues, il est équivalent de dire :

— S admet une unique solution,

— le systéme homogeéne associé Sy a pour solution unique (0,0,---,0),

— la matrice du systéme est inversible.
On appelle systéme de Cramer tout systéme linéaire de n équations a n inconnues vérifiant l'une des pro-
priétés précédentes.

5 Matrices équivalentes

Définition 13 (Matrices J,.).

Soient n et p deux entiers non nuls et r un entier inférieur a n et a p.
On pose J, = (a;) € Mpp(K) ot aj; =1 st it =35 <r et a; =0 sinon.
r p—r

1 .-« 00 - 0

S O A

0 10 0

Ir= 0 00 0

n—r Do :

0 00 0

La matrice J, a tous ses coefficients nuls a I’exception des r premiers coefficients diagonaux, égaux a 1. Quel est
le rang de J,. 7

Propriété 19 (Expression de J,. a I’aide d’une application linéaire).

H Siu € L(E,F) est de rang r , il existe un couple de bases dans lequel u a pour matrice J,.

Définition 14 (Matrices équivalentes).

Soient A, B € My,(K).
On dit que A est équivalente & B ssi il existe P € GL,,(K) et Q € GL,(K) telles que B = PAQ.

La relation ainsi définie est une relation d’équivalence sur M,,,(K).

Propriété 20 (Caractérisation d’une matrice de rang 7).

Soit A € M,,,(K).
A est de rang r ssi A est équivalente a J,..

Ainsi deux matrices équivalentes de M,,,(K) ont le méme rang, et la réciproque est vraie.
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Propriété 21 (Invariance du rang par transposition).

Soit A € M, (K).
T’g(A) = rg(tA) = Tg( Lla T 7Ln )
—_———

vecteurs lignes de M

2 -3 -4

. . 3 1 5

» Exemple : Déterminer le rang de M = 1 0 -1
0o 2 4

Propriété 22 (Rang d’une matrice extraite).

— Si A est une matrice extraite de B alors rg(A) <rg(B).
— Le rang de A est la taille mazimale des sous-matrices carrées inversibles que l’on peut extraire de A.

Remarque 5. Le rang d’une matrice A € My, (K) est égal
— au rang de la famille de ses colonnes
— au rang de la famille de ses lignes
— au rang de lapplication linéaire qu’elle représente dans une base domnée (en particulier l’application cano-
niquement associée a A)
— au rang de toute famille de vecteurs représentée par A dans une base donnée
— au nombre de pivots de A en I’échelonnant en lignes

Méthode pour savoir si une matrice A € M,,(K) est inversible :

1. Papplication linéaire canoniquement associée a A est bijective,

AX =0= X =0, cad le systtme AX = 0 admet comme unique solution le vecteur nul,
KerA ={0m, )},

ImA = M,, 1(K),

AX =Y a une unique solution,

c’est une matrice de passage,

1g(A) = n,

les vecteurs colonnes de A forment une base de K",

© X NSO W

les vecteurs lignes de A forment une base de K".

10



