Probléme 2.
On notera C[X] I'ensemble des polyndmes a coefficients complexes et C,[X] I’ensemble des
polynémes de C[X] de degré inférieur ou égal 4 # ot n est un entier naturel non nul. On note

B[X] 'ensemble des polyndémes 4 coefficients réels de degré inférieur ou égal 4 2. On
confondra polynéme et fonction polynome. On notera deg(F(X)) le degré d'un polynime
P(X).

I Etude d’un polynime.

16 Soit U(X) le polyndme de C:[X] suivant : U{X) =X “H 1-20)5=25.
a) Donner les racines carrées de —3+44.
b) Trouver les racines dans € du polyndme U(X).

I1 Définition d’une application.

Soit # un entier naturel non nul fixé pour toute la suite du probléme. Soit T(X) un
polynéme fixé de C|X] de degré n. Soit f I'application définie sur C[X] qui & tout P(X) de
C[X] associe Q(X)+=XYR(X) ot QLX) et R(X) sont respectivement le quotient et le reste de la
division euchdienne de P{X I] par T1X). ( On a donc P(Y 1} = OQXNTNAXFR(Y) avec
deg(R(X)) < deg(T(X))). On notera f, la restriction de fa C,[.X].

18 Montrer que fest une application linéaire.

19 Montrer que f, est un endomorphisme de 'espace vectoriel (C,[X], +, .).

20 Dans cette question uniquement n =2 et T(X) = X,

a) Donner la matrice 4 de /> sur la base canonigue (1, X, Xz}_

b) Calculer 4 °. En déduire que f> est bijective et donner son application réciproque. En
déduire la nature de f-.

21 Dans cette question uniquement n=2 et T(X)=(X-1-i)(X+i). Donner I'image du
polyndme U(X) = X *+(1-2i)X-2i par I"application f

11T Etude d’un cas particulier.

Soit @ un complexe fixé. Dans cette partie umiquement, n =3 et T(X) =X X .
22 Montrer que f3 a pour matrice sur la base canonique (1, X, X 1, X 3] de Ci[X]:
00 -1 -a-1
1 0 a+l l+a+a?
100 -a -a-1]
0o 1 1 2a+2

25 Dans cette question a = —1.

a) Donner une base de ker f; |, le noyau de fi.

b) Donner une base de Im £, , I'image de f;.

¢) Le noyau et I'image de fi sont-ils supplémentaires ?

IV Etude du noyau.

26 Soit P(X) un polyndme non nul de degré p tel que : 2p < n. Montrer que fiP(X)) est non
nul.

27 Soit PLX) un polynéme. Montrer qu’il appartient au noyau de 2{ st et seulement si 1l existe un
polyndéme R(X) de degré strictement inférieur a n tel que : PLY ™) = R 1-XT(X)).

28 En déduire que si P(X) est un élément du noyau de falors il appartient & C,[.X].

29 Déduire de la question 27 que pour tout élément P du noyau de f* et que pour tout k de N
tel que deg (P(X))+k < n alors X P appartient au noyau de /.



