Chapitre 30 : Sous-espace affine d'un espace vectoriel

Introduction

Le but de ce chapitre est de montrer comment ’algebre linéaire permet d’étendre les notions de géométrie affine
étudiées au college et au lycée et d’utiliser I'intuition géométrique dans un cadre élargi. Il est aussi de modéliser un
probléme affine par une équation u(z) = a ol u est une application linéaire, et permet d’unifier plusieurs situations
de ce type déja rencontrées.

1 Sous-espace affine d’un espace vectoriel
Soit E un K-espace vectoriel.
1.1 Translation

Définition 1.
Soit u € E, la translation de vecteur u est définie par :

ty, + E — F
x — x4 u.

Soit T(E) ’ensemble des translations de E. (T(E),o) est un groupe commutatif.

1.2 Définition d’un sous-espace affine

Définition 2.
| On appelle sous-espace affine de E image par une translation d’un sous-espace vectoriel de E.

Soit F' un sous-espace vectoriel de F, u € E,

tu(F)  ={tu(z) |z € F}
={z+u|xeF}
=u+F

’ Notation : t,(F) =u+ F. ‘

Ainsi, on dit qu'une partie F de E est un sous-espace affine de F s’il existe un vecteur v de F et un sous-espace
vectoriel F' de F tels que F = u+ F.
PowzeE,ze F=u+Fssiz—uekF.
» Cas particuliers :
— Siu=0g, Og + F = F. Les sous-espaces vectoriels de FE sont des sous-espaces affines particuliers.
— SiueF,u+F={u+z|zeF}CF.
OrVeeF,z=u+(r—u) €u+F,donc F Cu+ F.
Conclusion : Siu € F, F=u+ F.
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—

— L’écriture B = A 4 4 est équivalente & la relation AB = .

L’image par une translation d’un sous-espace affine de E est un sous-espace affine de E.

1. Soit F' un sous-espace vectoriel de E et u € F,
u+F=F < ueF < O0gc(u+F).
2. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Soient u et v deux éléments de E.
(u+F)C(v+G) < (FCGet(v—u)eQq).
3. Soit F C E.
F est un sous-espace affine de E <= Yu € F, F, ={v—u | v € F} est un sous-espace vectoriel de
E.
Alors F, ne dépend pas de w d’ov )y, = F etVu e F, F=u+F.
F est appelé direction du sous-espace affine.

» Exemples :

— Un singleton est un sous-espace affine dont la direction est {0g}.

— L’ensemble {(1 —t,4—2t,—5+2t | t € R} est un sous-espace affine de R?. C’est le sous-espace affine passant
par (1,4, —5) et dirigé par Vect({(—1, —2,2)}).

— L’ensemble {(x,y,2) € R® | £+ 4 2 = 1} est un sous-espace affine de R®. C’est le sous-espace affine passant
par (1,0,0) et dirigé par {(o, 3,7) €R® | a + 4+ v = 0}.

— Dans le plan, 'ensemble d’équation ax + by + ¢ = 0 avec (a,b) # (0,0) est une droite affine; elle est dirigée
par la droite vectorielle d’équation ax + by = 0 et passe par (?c’ 0).

— Sous-espaces affines de R? et R® . Hyperplan affine.
1.3 Sous-espaces affines paralléles
Définition 3.

Soient F et F' deuz sous-espaces affines de E de directions respectives F et F'.
On dit que F est parallele a F' si F C F'. On dit que F et F' sont paralléles si F = F’.

» Exemples :
— Deux droites sont paralleles si et seulement si elles admettent un vecteur directeur commun.
— Dans l'espace, une droite peut étre parallele & un plan, deux plans peuvent étre paralleles mais un plan n’est
jamais parallele a une droite.
% Exercice : montrer que deux sous-espaces affines paralleles sont soit disjoints, soit confondus.

1.4 Intersection de deux sous-espaces affines

Soient F =u+ F et G = v+ G deur sous-espaces affines de E.
1. FNG#0 <= (v—u) € F+G.
2. si FNG # D alors FNG est un sous-espace affine de E de direction F N G.

% Exercice : montrer que deux sous-espaces affines dont les directions respectives sont supplémentaires ont une
intersection réduite a un point.
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2 Equations linéaires

2.1 Définition
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels

Définition 4.

Une équation linéaire est une équation du type u(x) = b, ot u est un élément de L(E, F), b est un élément de
F et ou linconnue x est dans E. Le vecteur b est appelé second membre de l’équation.

» Exemples :
— Dans les systemes linéaires de n équations a p inconnues

1,171 + a1,2%2 + -+ a1, pTp = bl

a2,1T1 + G22T2 + -+ azpTp, = by

an,1T1 + Gn, 222 + -+ Anplp = bn
ol a; ; et b; sont dans K, I'inconnue est le vecteur (z1,22,...,zp) de KP.

— Dans les équations différentielles linéaires du premier ordre
a(t)y + b(t)y = c(t),

ou les fonctions a, b et ¢ sont continues sur un intervalle I, I'inconnue est la fonction y. L’application linéaire
est

ciy — ¢\
y o ay +by

et le second membre est ¢ € C(I).

2.2 Structure de ’ensemble des solutions

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, u un élément de L(E, F') et b un élément de F';
On pose S = {z € E | u(z) = b}.

Définition 5.

On appelle équation sans second membre ou équation homogéne associée a l’équation linéaire (E) : u(x) = b,
léquation (Ey) : u(z) = 0.
On note Sy 'ensemble des solutions de (Eyp).

Avec les notations précédentes,

1. Sy est un sous-espace vectoriel de E.

2. 81 S # D et sizg €S8, alors S est le sous-espace affine de direction Sg et contenant xq, c’est-a-dire
S:(E(]'FS():{CCEE | dz € Sy | {IJ:SIJ()‘FZ},

L’ensemble des solutions est soit I’ensemble vide, soit un sous-espace affine dirigé par Keru.
La solution d’une équation linéaire est la somme d’une solution particuliere et de la solution générale de I’équation
sans second membre associée.

» Exemple : les solutions d’une équation différentielle linéaire du premier ordre, du second ordre.

% Exercice : Résoudre sur ]0; +-00[ ’équation différentielle ty'(t) — y(t) = t?e’. On utilisera la méthode de variation
de la constante pour trouver une solution particuliere de cette équation. On trouve que les fonctions solutions de
cette équation sont les fonctions de la forme : y(t) = At + tef, on A est réel.



