Chapitre 31 : espaces préhilbertiens réels

1 Produit scalaire - Orthogonalité
1.1 Produit scalaire

Définition 1 (Produit scalaire).

Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E une forme bilinéaire ¢ symétrique définie
positive.
On note : Y(u,v) € B2, ¢(u,v) = (uv) = u.v.

Remarque 1. 1. ¢ est une forme bilinéaire sur E lorsque ¢ : E X E — R, (u,v) — ¢(u,v) = (ulv) et
Y(u,v,w) € B3, YA € R, (u+ \|w) = (u|lw) + A(v|w) et (u|v + Iw) = (ulv) + A(u|w).
2. ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur E lorsque ¢ est bilinéaire et ¥(u,v) € E?, (ulv) = (v|u).
3. ¢ est une forme bilinéaire positive sur E lorsque ¢ est bilinéaire et Vu € E, (u|u) > 0.
4. ¢ est une forme bilinéaire définie sur E lorsque ¢ est bilinéaire et Vu € E, (uJu) =0 = u =0g.

5. Pour montrer que f est bilinéaire symétrique il suffit de montrer que f est linéaire par rapport a l'une des
deux variables et qu’elle est symétrique.

Définition 2 (Espace préhilbertien).

” On appelle espace préhilbertien réel un espace vectoriel sur R muni d’un produit scalaire ¢.

» Exemples :

/
1. E=R? Yu = (;) eR? Vo= (;,) € R?, ¢(u,v) = zx’ + yy'. Vérifier que ¢ est bien un produit scalaire,

appelé produit scalaire canonique sur RZ.
!/

T x
2. E=R3Vu=|y| eR® Vo= |y | €R? d(u,v) = xa’ +yy' + z2'. Vérifier que ¢ est bien un produit

/

z z

scalaire, appelé produit scalaire canonique sur R3.

3. E=C([a,b],R). V(f,9) € E%, ¢(f,9) / f(t)g(t)dt. Vérifier que ¢ est bien un produit scalaire.
4. E =M, 1(R). ¥(X,Y) € E?, ¢(X,Y) =" XY. Vérifier que ¢ est bien un produit scalaire.
5. E=M3(R). V(X,Y) € E? ¢(X,Y)= tr( XY). Vérifier que ¢ est bien un produit scalaire.

1.2 Propriétés

Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (.|.).

Yu € E, ||u]] = v/ (ul|u).

» Exemple 1 : Soient u et v deux éléments de R" tels que |Ju|| =1 et ||v|| = 2 et < u,v >= —1. Calculer le produit
scalaire < 3u + v, —u + 5v >.
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Théoréme 1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).

V(u,v) € E?, |(ulv)] < [Jul] [|v]|-
Il y a égalité ssi (u,v) est une famille liée.

n
» Exemple 2 : Obtenir une majoration de Z kk lorsque n > 2 en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
k=1

Définition 3 (Norme sur E).

On appelle norme sur E, toute application N de E dans Ry vérifiant :
1. Yz e E) (N(z)=0=x=0) (séparation)
2. (VxeE) (VAeR) N(Ax)=|AN (z) (c’est 'homogénéité de la norme)
3. (Vz,y€e E) N (x+y) <N (x)+ N(y) (c’est linégalité triangulaire)

Propriété 1 (Norme euclidienne).

.|| est une norme sur E. Toute norme ainsi définie & partir d’un produit scalaire est appelée norme eucli-
dienne associée a (|).

Définition 4 (Vecteur unitaire).

” Un vecteur unitaire est un vecteur v € E tel que ||u]| = 1.

Propriété 2.

Vu € E\{0g}, ——.u est unitaire.

1
[l

» Exemple 3 Soit v = (1,2,3). Trouver un vecteur colinéaire & u unitaire.

Définition 5 (Distance associée & une norme).

Si N est une norme sur E, on appelle distance associée a N, l'applicationd: E x E — Ry
(u,v) = N (v —u)
La distance associée a la norme euclidienne s’appelle distance euclidienne.

Propriété 3.

1. Ve E) du,v)=0cu=uv

2. Vu,v e E) d(u,v)=d(v,u)

3. Yu,v,w € E) d(u,w) <d(u,v)+d(v,w)

Les formes bilinéaires symétriques sont intégralement caractérisées par leur comportement sur la diagonale,
c’est-a-dire par la connaissance d’une telle forme ¢ sur I'ensemble des points (z,z). © — ¢(x,x) est la forme
quadratique associée. Une identité de polarisation permet d’esprimer une forme bilinéaire symétrique a partir de la
forme quadratique associée.

Propriété 4 (Identités de polarisation et identité du parallélogramme).

Soit E un espace muni d’un produit scalaire (.|.) et ||.|| la norme euclidienne associée. Pour tout (z,y) € E* :

2 2 2

Loz +yll™ = llel™ + llyll” + 2 (2[y)
2 2 2

2. Nz =ylI” = llz]” + lylI” = 2 (=[y)
2 2

3 Nz +yl” = llz = yl” = 4 (zly)

4. identité du parallélogramme : ||z +y|* + ||z — y|* = 2 (||ac||2 + ||y||2)
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Interprétation géométrique : la somme des carrés des longueurs des cotés du parallélogramme est égale a la
somme des carrés des longueurs des diagonales du parallélogramme.

Définition 6 (Orthogonalité de deux vecteurs de E).
Soit (u,v) € E?.
u et v sont orthogonauz ssi (uv) = Og

ssiu=0g ouv=0g ou (u#0g et v#0g et(u,v):%).

On note dans ce cas u L v.

Propriété 5 (Propriété de Pythagore).

Etant donnés u et v deuz vecteurs de E, u L v si et seulement si ||u+ v||* = |[ul|* + ||Jv” .

Propriété 6.

Soit v € E et F' un sous-espace vectoriel de E.
v est orthogonal a F ssi v est orthogonal aux vecteurs de base de F'.
Si F =Vect(uq, -+ ,up) alors v est orthogonal a F ssi Vi € [[1,p]], <v,u; >=0.

» Exemple 4 Donner un vecteur de R® non nul orthogonal & P = {(z,y,2) € R®, 2z + 3y — z = 0}.
» Exemple 5 Déterminer v € R* non nul tel que v est orthogonal & F = {(z,y,2,t) € RY, z+y+2z=0et 2y+z+t =

0}.

Définition 7 (Orthogonalité de deux sous-espaces vectoriels de E).

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
F et G sont orthogonaux ssi tout vecteur de F est orthogonal d tout vecteur de G
ssiVe € F, Yy € G, (z|y) = Og.

’ On note dans ce cas F' 1. G. ‘

Propriété 7.
Si F et G sont orthogonauz alors FNG = {0g}.

Remarque 2. Deux plans ne peuvent donc pas étre orthogonaux car l'intersection de deux plans est une droite
et mon un point. On dit alors qu’ils sont perpendiculaires. Par contre on peut dire de deux droites qu’elles sont
orthogonales, ou d’un plan et d’une droite.

Définition 8 (Orthogonal d’une partie de E).
Soit A une partie de E.
On appelle orthogonal de A et on note A+ Uensemble des vecteurs de E orthogonauz d tous les vecteurs de

A.

Propriété 8.

Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors
FL est un sous-espace vectoriel de E et
F* est orthogonal a F.

Propriété 9.

1. EY={0} et {0} = E
2. Soient A et B deux sous-espaces vectoriels de E. AC B = B+ c A+
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2 Espace euclidien

Définition 9 (Espace euclidien).

” On appelle espace euclidien un espace préhilbertien réel de dimension finie n # 0.

2.1 Existence de bases orthonormées

Définition 10 (Famille orthogonale, orthonormée).

Soit F = (e1,--+ ,en) € E™.

F est orthogonale ssi (e1,- - ,e,) sont deuzr ¢ deux orthogonauz.

F est orthonormée (ou orthonormale) ssi (F est orthogonale et (e1,--- ,e,) sont unitaires)
ssiV(i,j) € [[1,n]]?, < e;,ej >=8;; ot &;; est le symbole de Kronecker.

Remarque 3. La base canonique Bo(ey, -+ ,e,) de R™ est une base orthonormée. Dans cette base orthonormée,
n
st = (21, ,Zn)Be alors pour tout k € [[1,n]], xp =< z,e > et x = Z <z, e > ep.
k=1

Propriété 10.
| Une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul est une famille libre de E.

Remarque 4. Cette derniere propriété est aussi vraie pour toute famille orthonormée.

Propriété 11 (Relation de Pythagore).

Pour une famille de p vecteurs orthogonauz (x1, ..., xp),

P 2 P
2
> il = llil
i=1

i=1

PROCEDE D’ORTHONORMALISATION DE GRAM-SCHMIDT

Soit B = (e1,--- ,e,) une base quelconque de F.
Probléme : comment transformer B en une base orthonormée B’ = (e1,- - , €,) telle que
VEk € [[1,n]], Vect(er,---,ex) = Vect(er,- - ,€), c’est-a-dire telle que les k premiers vecteurs engendrent le méme

espace vectoriel (seule contrainte).

1
Etape 1 : prendre ¢; = Wel. On a bien Vect(e;) = Vect(eg). On remarque que Vect(ey, ea) = Vect(eq, ez).
€1
Etape 2 : on veut trouver e tel que Vect(eq, ea) = Vect(eq, €2), c’est-a-dire €5 € Vect(er, ea) ou encore il existe ayq,

ag tels que €a = a€1 + ages. ag # 0 car sinon e serait CL de €1 et alors (€1, €2) ne serait pas une famille libre.
Trouvons donc ag et ag # 0 tel que ey soit unitaire et orthogonal a ;.
(e1]e2) = 0 ssi aq (e1]€1) +aa(er|ez) = 0.
——
=1
(€2|€2) =1 ssi (6751 (61‘62) +O£2(62|€2) =1.
——

=0

(c1]ez) =0 ot o)
1]€2) = :
= - = 1
5 { (€2]€2) =1 ssi - az(Zlafes) + (ealea))
>0
En effet (ealez) = [leal]? et (e1]e2)? < |ler|*[le2||* = |lea]|® (e1 et ez ne sont pas colinéaires donc I'inégalité de CS
est stricte).
a1 = —042(€1|62)
Donc S ssi 2 1
a5 =

“(erlea)® + (ealen) 7 "
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On a bien que (€1, €2) est une famille orthonormée et Vect(eq, e2) = Vect(ey, €2). On remarque que Vect(ey, ez, €3) =
Vect(eq, €2, €3).

Etape 2 bis : méthode plus rapide.

On veut trouver €, € Vect(ey, e2) sous la forme €, = aje; + ez tel que (e1|eh) = 0 ssi g (e1]€1) +(e1]e2) = 0 ssi

=1

a1 = —(61‘62). 1
Alors €5 = e3 — (€e1]e2)e1 et on pose €3 = ME’Q On a bien que (€1, €2) est une famille orthonormée et Vect(ey, e2) =
2
VeCt(Gl, 62).
Etape p (avec p € [[2,n]]) : on suppose qu'on a trouvé e, ---, €,_1 tels que €1, -+, €,—1 sont deux & deux
orthogonaux et unitaires et tels que Vect(e, -, €,—1) = Vect(eg, -+ ,ep_1).
Probléme : trouver e;, € vect(ey, -+ ,€p_1,€p) = Vect(eq, -+, ep—_1,€p) sous la forme e;, =o€+ Fap_16p_1F€p
tel que
(e;}\el) =0 ag(erler) + -+ ap_1(ep—1le1) + (epler) =0
S = : ssi :
(€plép—1) =0 ar(erlep—1) + -+ + ap1(ep-1lep-1) + (eplep-1) =0
ar + (epler) =0 ar = —(epler)
ssi ssi :
ap—1 + (€plep—1) =0 ap—1 = —(eplep-1)
1
On pose ensuite €, = We;. €, est unitaire et on vérifie bien que (e1,--- ,€,) est une famille orthonormée de
€
P
vecteurs de vect(eq,- - ,ep). Donc Vect(eq,--- ,€,) = Vect(eq, -+ ,ep).

A D’étape n : on a obtenu une base orthonormée de E. D’ou le théoreme suivant :
Théoréme 2.

| Tout espace euclidien posséde une base orthonormée.

» Exemple 6

1. E=R3 (i,5,k) = B est la base canonique de R*. E est muni du produit scalaire habituel.

1 1 1
U = 1 , U2 = 1 , Uz = 0
1 0 0
(u1,us2,us) est une base de E. Orthonormaliser cette base.
x x’
2. E = R3. On définit 'application ¢ sur Ex EparVu= |y | € R? Vo= |4 | € R, ¢(u,v) =z’ +2yy +
z 2

522/ +ay' + 2’y + 2y + 2y 2.
(a) Montrer que ¢ est un produit scalaire.

(b) (4,4, k) = B est la base canonique de R*. Orthonormaliser B pour ¢.

Propriété 12 (Expression du produit scalaire et de la norme).

T1
Soit E un espace euclidien de dimension n et B = (e1,--- ,ey,) une base orthonormée de E. Vu = | : €
In/ B
Y1 n
E, Vo= : €E, (uv)= leyl et ||ul| =
) i=1

2.2 Orthogonalité
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Théoreme 3.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E, espace euclidien de dimension n.
1. F* et F sont deuz sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.
2. dim(F*) = dim(E) — dim(F).
3. (FH)* =F.

Théoréme 4 (Théoréme de la base orthonormée incompléte).

Soit F = (e1,--- ,ep) une famille orthonormée de E (avec p < n). F peut étre complétée en une base ortho-
normée de E.

2.3 Projections et symétries orthogonales

Définition 11.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
On appelle projection orthogonale sur F et on note pg la projection sur F parallélement a F=.

On appelle symétrie orthogonale par rapport a F et on note sg la symétrie par rapport a F parallélement
a Ft.

Remarque 5 (Rappels). Yu € E, 3!(ui,uz) € F x FY u=uy + us.
pr(u) =uy.

sp(u) =uy —ug = 2pp(u) — u.

Sp = 2pp — idg.

Propriété 13 (Expression de la projection orthogonale d’un vecteur).

Soit (E,(.|.)) un espace vectoriel euclidien et F' = Vect (e1,...,e,) un sous-espace vectoriel de E tel que
(e1,...,ep) est une famille orthonormée; soit pr la projection orthogonale sur F et pp. la projection or-
thogonale sur F+ alors

P

VeeE pp(x)= Z(w\ei)ei

=1

n
Remarque 6. On a également avec les mémes notations : pp. (x) = Z (z|e;)e; et pr(z) + ppo (x) = .
1=p+1

Propriété 14.

Soit p la projection orthogonale sur F alors
x est orthogonal ¢ F ssi p(x) = 0p.

Ker(p) est Uensemble des vecteurs orthogonauz auz vecteurs de F, cad Ker(p) = F*-.

» Exemple 7 Soit E = R?, D = Vect(t) o1 t = (1,2) et p la projection orthogonale sur D.
1. Soit w = (z,y). Déterminer p(u).

2. Déterminer la matrice de p dans la base canonique de F.
3. Déterminer une base orthonormale C de R? dans laquelle matc(p) = <(1) 8)

4. Quel est le lien entre ces deux matrices ?

» Exemple 8 On considere la projection orthogonale f de R? dont la matrice dans la base canonique est

1
A= 3 (é g) Préciser I’élément caractéristique de f.
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Propriété 15 (Inégalité de Bessel).
Soit (E, (.|.)) un espace vectoriel euclidien, F' un sous-espace vectoriel de E et pr la projection orthogonale sur
F. AlorsVx € B |lpr () || < ||z]|.

Définition 12.

1
Une symétrie s de E est dite orthogonale lorsque p = 3 (s +1d) est une projection orthogonale.

2.4 Distance d’un vecteur a un sous-espace vectoriel

Définition 13 (Distance d’un vecteur & une partie de E).

Soient © € E et A une partie non vide de E.
d(z, A) = infycalle — yl| € RT.

Propriété 16.
Soit F' un sous-espace vectoriel de E et x € E. Il existe un unique vecteur y € F tel que d(z, F) = ||z — y|| et

y = pr(x) (projeté orthogonal de x sur F).
d(z, F) = ||z — pr(z)]| = |lpr (@)[]-

» Exemple 9

On considére R* muni de sa structure euclidienne canonique

et F le sous-espace vectoriel de R* défini par F = {(z,y,2,t) eR* |z +y+2+t=a—y+2—t=0}.
1. Ecrire la matrice dans la base canonique de R* de la projection orthogonale sur F.
2. Calculer d(u, F) on u = (1,2,3,4).

3 Exercices

Exercice 1. Réfce 260
Sur Ry[X] on définit : < P,Q >=< ag+ a1 X + aaX?, by + b1 X + b2 X? >= (ag + a1)bo + (ao + 3a1)by + 3azbs.
Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire sur Ro[X].

Exercice 2. Réfce 261

Pour P, Q € R,[X], on définit application ¢ : (P,Q) — Z P®(1)QWM) (1). Montrer que ¢ est un produit scalaire
k=1
sur R, [X].

Exercice 3. Réfce 262
On note E espace vectoriel des fonctions de classe C' de [0,1] dans R.

1
Pour (f,g) € E?, on note o(f,g) = £(0)g(0) —I—/ I (t)g'(t)dt. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
0

Exercice 4. Réfce 263

1. Soient n € N*, ay,as,--- ,a, des réels strictement positifs tels que a1 + as + -+ + a, = 1. Montrer que
Z — >n”.
i— Y

2. Montrer que ¥(z1, 22, ,2n) ER™, (1 + 22+ +3,)° <n(a] + 25+ +22). Quand a-t-on égalité ?

Exercice 5. Réfce 265

Dans R* rapporté a sa base canonique et muni de son produit scalaire canonique, on considére le sous-espace vectoriel
F = Vect(uy,ug,us,uyq), ot up = (1,1,1,1), ue = (—1,-1,-2,2), ug = (—1,5,-4,8) et ug = (-3,1,-5,3).
Déterminer un systéme d’équations et une base orthonormale de F* puis de F.
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Exercice 6. Réfce 266
Soit uy = (1,2, —1,1) et ug = (0,3,1,—1) dans R*, muni de son produit scalaire usuel. On pose F' = Vect(uy, us).
Déterminer une base orthonormée de F*.

Exercice 7. Réfce 268 E = C([—m,n|,R) est muni du produit scalaire : < f,g >= / (fg)(t)dt. Soient les

applications {f, : t+— cosntln,>o et {gn @ tr>sinnt},>1.

1. Calculer pour tout couple (p,q) d entiers les produzts scalazres < fp, fa >, < fpy9q > et < Gp,gq >

f07 fla fna

2. Montrer que pour toutn > 1, (—= ) est une famille orthonormale de E.

r f fgl"' f fg"

Exercice 8. Réfce 269
1. Soit E=R?® P ={(r,y,2) € R® | x + 2y + 22 = 0} et p la projection orthogonale sur P.
(a) Soit uw = (z,y,z). Déterminer p(u).

(b) Déterminer la matrice M de p dans la base canonique de E.
1 0 0
(¢) Déterminer une b.o.n. C de E telle que Matc(p) =D = (0 1 0]. Expliciter le lien entre D et M
0 0 O
2. Déterminer par deur méthodes la projection orthogonale de (1,1,0) sur le plan d’équation x +y = z.
5 -2 1
3. Soit f projection orthogonale de R® dont la matrice dans la base canonique de R? est C' = 5 -2 2 2
1 2 5

Déterminer ’élément caractéristique de f.

Exercice 9. Réfce 271
Déterminer la matrice de la symétrie orthogonale par rapport au plan d’équation x — 2y + 3z = 0.

Exercice 10. Réfce 272

Déterminer la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a la droite R(f— 4E)

Exercice 11. Réfce 27/

Soit n € N*. Soit p un projecteur orthogonal de R"™. On note (u|v) le produit scalaire de w par v. Montrer que :
1. Pour tout u € R", ||p(u)|| < ||u||-
2. Montrer que pour tout (u,v) € (R™)?, (ul|p(v)) = (p(u)v).

Exercice 12. Réfce 276

Soit u un endomorphisme de R™. Montrer que si u conserve le produit scalaire, c¢’est-a-dire si pour tout x € R" et
pour tout y € R", < x,y >=< u(z),u(y) >, alors u est bijectif.

Exercice 13. Réfce 277

1
1. Déterminer une base orthonormale de Ry[X] pour le produit scalaire défini par (P|Q) = / P(t).Q(t).d¢t.
0

1
2. En déduire le calcul de I = Inf(a’b)e]Rz/ (t2 —at — b)z.dt, apres en avoir justifié ’existence.
0

Exercice 14. Réfce 278
On munit M, (R) du produit scalaire < A, B >= tr(*AB).

0 1 2
1. Soit M= 2 0 1]. Calculer la distance de M a S3(R).
-1 -1 0

2. Soit H l'ensemble des matrices de trace nulle de M, (R). Montrer que H est un sous-espace vectoriel de
M, (R) et donner sa dimension. Soit J la matrice dont tous les coefficients sont égauz a 1. Calculer la
distance de J a H.



