meSt  th[pg /L D344 (oA
| : T RiX] — Riix] '
By eccice 4 | LY P e (X —a)(X-b)P - M’JﬂP ' AL*

. Commencons par démontrer que ¢; est blen & valeurs dans R;[X]. Considérons pour cela un polynéme
P = a+pX € Ry[X]. On peut éerire :

a+b
w1(FP) .

|

(X - a)(X —'b)ﬂ—( )( ot 6X)

fl

— (a+b)BX +abB — fX? — (a— "'+bﬁ)X+ atb,

2 2
= (a+b)8X +abf- (a G;bﬁ) b
On constate donc que ¢, (P) € Ry[X]. Pa,r ailleurs, si (A, &) € R? et (P,Q) € (Rq[X])?, alors :-
GOPTAQ) = (X-a) (X ~B(P+pa) - (X -2 ") (P + Q)
= (X-a)X -8 (AP +pQ) - (X - |
Y [(x -a)(X = 0P - (x - 23 b)P] o (X.— a)(X = 6)Q et

= A(P)+ (@)

L’application ¢; est done linéaire et on peut conclure :

| t1 est un endomorphisme de R;[X ]1
Izl On trouve

atb ' a+b
pl)=—-X . @i(X)=ab-

X

On déduit done immédistemment :

—
S K
. : 2

E L’application y; sera bijective si et seulement si la matrice M est inversible, ce qui est encore équivalent &
det{M;) £ 0. Or:

ath 2 »2 _
det(M;) = | 2 | _ii..g”.+_+ab= e
2

En conclusion :

[tpi est bijective si et seulement si a 7# b|

| H | 4.a | Montrons que la famille {X —a, X — b} est une famille libre. Con51derons pour cela (o, ,6) € R? tel que
(X - a) 4 f(X — b) = 0. On déduit (a+ B)X — (ea + bB) = 0, ce qui implique :

a+f=0 p=-a . [B=0
—
{a‘a+b,@=0 {aa—bazo = {a=0 car a 7 b

La famille {X — a, X — b} est donc libre. En tant que famille libre constituée de deux éléments dans Ry [X] qui
est de dimension 2, on déduit :

| La famille {X — a, X — b} est une base de Rq[X].|

On trouve ;

(X~ a) = (X~ a)(X — ) — (x - 232

)(X-a)

_a)

1(X —8) = (X —a)(X ~ b) - (X - 21

X ~b) =

0]
b—a
]

ce qui permet d'écrire :

o=

o

M = Matg(ip1) = [




Des égalités

1= g X)X - X =g —a)=g(x-y) 2/‘?'

On déduit factlement :

1 b
= = e b
PB,81=[ . _ :l PB;.B:I:I'. 1]

bwea - b—a

1'égalité attendue est :

I'Ml = PBhﬂ x M x_PB,Bl |

La matrice M éfent diagonale, on trouve facilement :

Vpe N, MP = E‘%pb_)? [(11 (—2)5’]

Or, d'aprés la question 4.(d), on peut écrire :
P . '
Mf = (PB1,B x M x PB,B;) = P&,B x MF x PB]BI

On obtient donc, aprés calculs ;

G- - (1) (@57 @ a1y

MM =1 vpe N*, M} = o 2p
o (@ =BP1 (=1 +(=1)) (a=—b)P~1(=b+a(-1)?)

2 ap

On constate que I' est 'ensemble des combinaisons linéaires des quatre matrices I, My, M} et M3,

Autrement dit, on a : :
I = Veot( Iz, My, M7, M3)

1l est alors clair que I' est un sous-espace vectoriel de My(R).

On trouve, soit directement, soit d’aprés la question 4.(e) :

2 [ (2—b)?(a-+b) ab(n—h)?
M} - 0 M3 ’ ’
= 2 =
! 0 legho ! _lai?_(ab(acey

- ' (CL-!/))?" : i I N2
ce qui peut encore s’écrire : / : _M,;z' L To 2 “’I = [ a-b) H/l ]

@ D’aprés la question 5.(a), on peut écrire I' = Vect (Ig, My, ME, Mf) Or, la matrice M} est un multiple

de I3 et la matrice M3 est un multiple de M;. On déduit donc ' = Vect (Ig, Ml). La famille {I>, M7} est donc

une famille génératrice de T'. Or, cette famille n’est pas liée car la matrice My n’est pas un multiple de In. Cette
famille est dong libre et on peut conclure que c'est une base de I':

lLa famille {Is, M;} est une base de I'. I

@ Puisque 1“—;’32 = 1, on peut dire d’aprés la"question 5.(b} que M{ = I;. On peut donc en déduire que
1 0y = idg, done :

| L’spplication ¢ est une symétrie. ‘

Soit P=c -F,BX € R1[X]. On trouve :

_ ol el o 3a+88=aqa _
pi(P)=P == M [ﬂ]_[ﬁ} 3 {—a'—Bﬁ:—-ﬂ = .a— 48
o a]  [-a ' “3a+8ﬁ=—a ' _
pi{P)=-P & M {,6]"[—_,6] .<=> -{—a——Sﬁ:—.ﬁ ¢=:> = -28

Ainsi, ensemble des éléments invariants par ¢ est {(-48+8X,8€ R},'c’est 4 dire Vect (X - 4). Par ailleurs,

I'ensemble des éléments changés en leur opposé par ¢y est {—28 + BX, § € R}, ¢'est & dire Vect(X — 2). En
conclusion :

tp1 est la symétrie par rapport & Vect(X — 4} suivant la direction Vect (X — 2).
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