Chapitre 0 : Trigonométrie

1 Cercle trigonométrique

tan((g .................. 5

SI(OY o oeeeeeaees) .

Le cercle trigonométrique, dans un repére orthonormé direct (O, ;, ;) du plan, est le cercle C de centre O (origine
du repére) et de rayon 1. Soit € R et M le point de C tel que 6 soit une mesure de ’angle orienté (;, OM). On
note alors cos(#) ’abscisse de M et sin(f) son ordonnée.

De plus, si 0 ¢ {g + km, k € Z}, alors on pose

sin(0)
cos(0)

tan(f) =
T T
Remarque 1. L’ensemble {5 + km, k€ Z} est noté 5 + 7.

Propriété 1.
Soient a,b € R tels que a* + b* = 1. Alors il existe 0 € R tel que a = cos(f) et b = sin(h).

Valeurs remarquables a connaitre :

o] T s Y
x G \4/1_ \}_ 5| 7
1 2 3
i 0 — — | = |1 0
sinz 5 5 5
1 V3| V2 L 1
cosx — | = =z —
% 2 2
tanz | 0 | —= 1 V3 0
7 /
Propriété 2.
— Pour tout x € R cos(2m + x) = cos(x) et sin(2w + ) = sin(z)
— Pour tout x € R cos(—x) = cos(z) et sin(—z) = —sin(x)
— Pour tout x € R cos(m + z) = —cos(x) et sin(r + z) = —sin(z)

— Pour tout x € R, cos(m — x) = — cos(z) et sin(m — x) = sin(x)
— Pour tout x € R, cos(x + 7/2) = —sin(z) et cos(m/2 — ) = sin(z)
— Pour tout x € R, sin(z + 7/2) = cos(x) et sin(n/2 — x) = cos(x)
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Démonstration : & x4 27 correspond le méme point qu’a x ; & x+7 le symétrique par rapport & 0; & —x le symétrique
par rapport & ’axe des abscisses ; & m — x celui par rapport & ’axe des ordonnées; & x + 5 I’image par une rotation

m ™
de centre O et d’angle 5 enfin & 5~ x I'image par la symétrie axiale par rapport & la premiére bissectrice.

Propriété 3.
Ona:
— cos est définie sur R, 2w-périodique et paire.
— sin est définie sur R, 2w-périodique et impaire.
o - a L. . .
— tan est définie sur R\ (5 + WZ), est w-périodique et est impaire.

2 Formules trigonométriques
Commencons par la plus célébre et ses dérivées :

Propriété 4.

Pour tout x € R, on a :
— cos?(z) +sin*(z) = 1

1
— Siz ¢ % + 7Z, alors 1 + tan®(z) = cos?(x)

Les formules suivantes sont toutes a connaitre parfaitement. On apprendra plus tard a les retrouver a 'aide des
exponentielles complexes.

Propriété 5 (Formules d’addition).

Pour tout a,b € R :
— cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) et cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
— sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) et sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
tan(a) 4 tanb

1 —tan(a) tan(b)

— Sia,b,a+b¢%+ﬁZ, on o tan(a +b)

» Exemple : Calculer cos % et sin 17T—2

Propriété 6 (Formules dites de I’angle double ou de duplication).

Pour tout x € R :
— cos(2z) = cos?(z) — sin®(x) = 2cos?(z) — 1 = 1 — 2sin’(x)
— sin(2z) = 2sin(x) cos(x)

2t
— Lorsque x,2x ¢ T + 77 tan2x = &z
2 1 —tan’z

Remarque 2. Ce ne sont que des cas particuliers des formules d’addition vues au-dessus. Pour obtenir cos(3a),
on applique la formule de duplication & a et a 2a. On peut donc calculer les valeurs de cos(na) et sin(na) de proche
en proche de cette fagon.

On déduit de la propriété précédente :

Propriété 7.

Pour tout x € R 1 )
— cos?(z) = L oos(2z)

1 — cos(2
— sin®(z) = 725( ?)
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Propriété 8 (Corollaire).

Soit v € R tel que g ¢ g + wZ. Posons t = tan(g). Alors

1—t2
1. = —
cos(z) e
2t
2. SIH(I):H—tQ
9 Sizd¢ T +rZ, aors tan(z) = —
. ré¢ -+ an(zx) =
) 5 , alors T

0
Remarque 3. Ces expressions de cos@, sinf et tan@ en fonction de tan§ seront souvent utiles (en particulier

pour aborder les calculs d’intégrales trigonométrigques), il faut donc les mémoriser dés maintenant, en remarquant
leurs particularités propres (parité, ...).

Propriété 9 (Transformations de produits en sommes).
Pour tout a,b € R :

(sin(a + b) + sin(a — b))

(sin(a + b) — sin(a — b))
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(cos(a + b) + cos(a — b))
1

— sin(a) sin(b) = —(cos(a 4+ b) — cos(a — b))

|

d’ou

Propriété 10 (Transformations de sommes en produits).

Pour tout p,q e R :
— sin(p) +sin(q) = 2sin(*) cos(- )
— sin(p) - sin(q) = 2cos(“5) sin(- )
— cos(p) + cos(g) = 2cos(*— L) cos(P-1)
— cos(p) — cos(g) = —2sin(F) sin(*=1)

3 Equations et inéquations trigonométriques

Propriété 11.

Les équations trigonométriques les plus simples se résolvent de la fagon suivante :
— cosz = cosa & x = al2n] ou x = —al27]
— sinx =sina & x = al2w] ou x = 7 — a[27]
— tanz = tana < x = a7

Les équations et inéquations plus complexes se déduisent de celles-ci.

V2

» Exemple : Résoudre dans R ’équation sin 3z = >

).

S

» Exemple : Résoudre dans R I’équation sin 3z = cos(z +

S

» Exemple : Résoudre dans R I'inéquation cos(2x — g) <
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4 Etude des fonctions trigonométriques
Les fonctions trigonométriques sont aussi appelées fonctions circulaires.

Lemme 1 (Admis). On a

lim _sm(x) =1
x—0 x€X
e . l—cosz 1
Remarque 4. On en déduit lim sinz =0 el lim ———— = .
z—0 z—0 T 2

Propriété 12.
La fonction x +— cosz est définie sur R, paire et 2w-périodique. Elle est continue et dérivable et cos’ = — sin.
On a le tableau de variations suivant sur [—m, ) :

(oI R

CcosT 0

Propriété 13.

La fonction x — sinx est définie sur R, impaire et 2w-périodique. Elle est continue et dérivable et sin’ = cos.
On a le tableau de variations suivant sur [—m, x| :
i
T |- —— 0 —
m 5 5 m
1
sinz| 0 0 0
-1
e cos
) 1
| | | | a | 0 | |
-7 —6 -5 —4 — — —1 0 1 7
14+
Remarque 5. Le fail que, pour toult x € R, sin(x) = cos(z— g) explique le fait que la courbe de sin soit la translatée

T - . 7T .
de la courbe de cos par le vecteur 5 (sinus est en retard de 5 Sur cosinus).
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Propriété 14.

La fonction x — tanx est définie sur chacun des intervalles de la forme ]kg, kg + 7| ou k € Z, c’est-a-dire

qu’elle est définie sur R\ {g +kn | k € Z}; elle est impaire et m-périodique. Elle est continue et dérivable sur

1 T
son domaine de définition et tan’ = 1 + tan® = ——. On a le tableau de variations suivant sur | — 5 5[ :
cos
i b
_Z 0 Z
S 2
+0oo
tanz 0
—00




