Chapitre 1 : Calculs algébriques

Introduction
Ce chapitre a pour but de présenter quelques notations et techniques fondamentales de calcul algébrique, no-
tamment en vue de 'enseignement de la combinatoire et des probabilités mais aussi pour de nombreux chapitres
qui vont suivre.
On a la convention suivante : si z € C, 2 = 1 En particulier, 0° = 1.
1 Sommes et produits
1.1 Notations
Définition 1 (Symbole » ).

Soient ag, ai, ..., a, des nombres complexes et I un sous-ensemble de N.
n

On pose Zak =ap+ay+...+an.
k=0
n
Sip € [0,n], on pose aussi Zak =ap+apt1+...+an.
k=p
Plus généralement, si (a;)ic est une famille finie de nombres complexes (c’est-a-dire si ensemble I est fini'),
on note Zai la somme de tous les nombres de la famille (a;)ier-

iel
Dans le cas ou I est I’ensemble vide (noté 0)), on a par convention Z a; = 0.
icl
Définition 2 (Symbole H)
Soient ag, a1, ..., a, des nombres complexes et I un sous-ensemble de N.
n
On pose Hak:ao X a1 X ... X Q.
k=0
n
Sip € [0,n], on pose aussi H ak = ap X Apg1 X ... X Gp.
k=p
Plus généralement, si (a;)ics est une famille finie de nombres complexes, on note Hai le produit de tous les

el
nombres de la famille (a;)icr.
Dans le cas ou I =0, on a par convention Hai =1.
i€l

Dans toute la suite, I est un sous-ensemble de N.

1.2 Regles de calcul
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Propriété 1.

Soient (a;)icr et (by)icr deux familles finies de nombres complexes. On a les régles de calcul suivantes :

1. siaeC, Z(a X a;) = a X Zai (factorisation),

il il
2. Z(az +b;) = Zai + Z b; (linéam'té),

il il il
3 si]I=1UIy avec I1; NIy =0 alors Zai = Z a; + Z a; (regroupement de termes),

il i€l i€l
n q n
4. sip, q etn sont trois éléments de N tels que p < q < n, Zak = Z ay+ Z ay (relation de Chasles),
k=p k=p k=q+1
n n

5. Zai = Zaj et Zak = Zaj (changement d’indice),

il Jjel k=p Jj=p

n n+q
6. siq€Z, Zak = Z a;_q (changement d’indice j =k + q).
k=p Jj=p+q

Propriété 2.

Soient (a;)icr et (b;)icr deux familles finies de nombres complexes. On a les régles de calcul suivantes :

1. sia€C, H(a ~ ai) _ (a)nb d’éléments de T o Hai7
iel iel
2. H(az X b,) = Hai X Hb“
iel i€l iel
3.

(regroupement de facteurs),

i
(relation de Chasles),

5 ..
(changement d’indice),

6. (Hak>p =[] -

iel il

» Exemple : quelques changements d’indices :

n n—1
E a;—1 = E ag.
i=1 k=0

n n+1

E A1 = E ag.
=0 k=1

n n
[Lan:= ] ov
=0 k=0

Les symboles Z et H sont liés I'un a ’autre par les fonctions In et exp.
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Propriété 3.

Si (a;)icr est une famille finie de nombres réels,

(%)

Si de plus les (a;)icr sont strictement positifs,
In (H CL1'> =
iel

Propriété 4 (Factorisation de a™ — b").

Soit n un entier naturel non nul. Soient a et b deur nombres complexes.

n—1

a — b = (CL _ b) Z akbn—l—k
k=0

Cette propriété se démontre directement.

1.3 Exemples de sommes et de produits a connaitre

1. Somme télescopique :
Pour toute famille (a)iefp,n+1] de nombres complexes,

n

D (anpr —ar) =

k=p
2. Produit télescopique :
Pour toute famille (a)iefp,n+1] de nombres complexes non nuls,
n
H ak+1 _
ar

k=p

3. Somme et produit de termes constants :
Pour tout a € C,

4. Somme des n premiers entiers :
n
k=) k=1+2+...4+n=
k=0

5. Somme des n premiers carrés :

n

ikZZZk:12+22+...+n2:
k=0 k=1
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6. Somme finie de termes successifs d’une suite arithmétique de nombres complexes :
Soit (uk)ken la suite arithmétique de premier terme le nombre complexe ug et de raison le nombre complexe
r. On a pour tout entier naturel k : up = ug + kr.

Zuk = Z(uo + kr)
k=0

k=0

7. Somme de termes en progression géométrique :
Pour tout z € C,

n

qu:1+q+q2+...+q”: sig=1, siqg# 1.
k=0

Définition 3 (signe H et factorielle).
n
Sin e N, nl= H k=1x2x...xmn.n! selit "factorielle n”. Par convention, 0! = 1.
k=1

» Exemple : A A Taide d’un changement d’indice, calculer les sommes suivantes
J

n n 10 n
1. Z(n —k)? 2 Z(n —k+1) 3. Z ok 4. qu (selon q) 5. qu (selon q)
k=0 k=0 k=2 k=2

k=i
» Exemple : A’ Calculer les sommes suivantes :
1. A=1+424---+500
B=6+8+10+---+150
C=8+13+18+ .-+ 1998 + 2003
D=5+10+20+40+---+5120
E=924925 4198 ... 492

ANl

1.4 Sommes doubles

Soit le tableau suivant a n lignes et p colonnes :

T11 T12 cee T1y co. T1p
T21 I22 cee T24 cee T2p
Ti1 X2 N Tij e Lip
Tnl Tp2 Tnj -+ Tnpp

La somme de tous les nombres du tableau se note : Z Tij-

1<i<n
1<j<p
Encadrer la teme ligne et la jéme colonne.

Soit S; la somme partielle des nombres de la ligne i. Ecrire S; en faisant intervenir le signe Z

Soit T; la somme partielle des nombres de la colonne j. Ecrire T} en faisant intervenir le signe Z
Donner deux méthodes pour obtenir la somme de tous les nombres du tableau. On a donc le résultat suivant :
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Théoréeme 1.

Plus généralement

i€l
jeJ

-3

J

i€l

On retient donc que dans un calcul, on peut permuter deur signes Z consécutifs.

» Exemple : B Soient n,m € N*. Calculer, en fonction de n et m la somme :

i=0 j=0

» Exemple : C Soit n € N*. Calculer, en fonction de n la somme :

> min(i, ).

1<i,j<n

1.5 Sommes triangulaires

Soit le tableau triangulaire suivant & n lignes et n colonnes (ici ¢’est un tableau triangulaire inférieur) :

La somme de tous les nombres du tableau se note :

T11
Z21

Ti1

Tnl

Z22

Zi2

Tn2

Encadrer la iéme ligne et la jeme colonne.

Soit S; la somme partielle des nombres de la ligne 4. Ecrire S; en faisant intervenir le signe Z

Soit T; la somme partielle des nombres de la colonne j. Ecrire T} en faisant intervenir le signe Z
Donner deux méthodes pour obtenir la somme de tous les nombres du tableau. On a donc le résultat suivant :

Théoreme 2.

1<j<isn

Z xij:ZSi:

1<j<i<n

>

1<j<i<n

mnn
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» Exemple : D Soit n € N*. Calculer, en fonction de n la somme : Z .
1<j<i<n

1.6 Produit de deux sommes finies
Attention : <Z ai> X <Z bi> * Z (a; x b;).
icl el i€l

Propriété 5.

Soient (a;)icr et (b)jes deuzx familles de nombres complezes.
(Zai)x ij :Z Z(Mij Z(ZQIXZJ]>
i€l jeJ iel \jeJ jeJ \iel

Le résultat du produit de deux sommes finies est donc une somme double.

La démonstration se fait par récurrence sur le nombre d’éléments de I. Lorsque I a un élément, pour démontrer
H; on fait une récurrence sur le nombre d’éléments de J en utilisant la distributivité.

2 Coefficients binomiaux et formule du binome
2.1 Coefficients binomiaux

Définition 4 (Coefficients binomiaux).

Soient n et p deux entiers naturels tels que p € [0,n].

n n!
0 =
n pose < » ) o —p)!

n ;. », N »”
< » > se lit ”p parmin”.

. . n
Par convention, st p > n, on pose ( » ) =

Remarque 1. Sin et p sont des entiers relatifs et sin <0 ou p <0 alors par convention

)-o

n
p
1) (n— 1
Dans la pratique, sin > 2 et p € [0,n], ( Z ) = n(n—1) '(n Pt ) Par exemple, ( 134 > =
p!

Propriété 6 (Relations).

Soient n et p deux entiers naturels tels que p € [0,n].

1. symétrie:(n):< " )
p n—p

n n{n-—1
2. sip#0etn#0, ==
sip#0etn# <p) p(p—l)

A nt+tl\_ ([ n n
3‘formuledePascal.<p+1>—(p>+<p+1)

Valeurs & connaitre absolument : [ ~ | =1=( " , [ - " .
0 n 1 n—1

Pour de petites valeurs de n, la formule de Pascal permet de construire le triangle de Pascal. La valeur de ( Z ) se

situe a l'intersection de la neme ligne et de la peme colonne du triangle. La somme de deux coefficients consécutifs
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sur une méme ligne (colonnes p et p 4+ 1) donne le coefficient situé sur la ligne suivante, colonne p + 1.

On retrouve ainsi la méthode d’obtention des coefficients binomiaux utilisée en classe de premiere :
Au départ on part d’'un tableau triangulaire avec des 1 sur la colonne 0 et sur la diagonale.

Remplir ce tableau triangulaire et lire sur ce tableau < g >, ( g > et ( g >

1

e e
—_

2.2 Formule du bindme de Newton

Théoréme 3 (Formule du binéme de Newton).

Soient n un entier naturel, a et b deux nombres complezes.

n o__ - n kin—k __ n 0pn n 1pn—1 n nz0
(a+0b) —kz_o(k>ab —(O)ab+(1>ab +...+(n)ab

On calcule les ( Z ) a ’aide du triangle de Pascal.

» Exemple :

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

Ce triangle permet d’affirmer que :

a+b)? =
a+b)=
a+b)t=

)
)
)2 =
)
)

w N

4

NN N N N
L & e
[
S o O

Remarque 2 (Cas particuliers). Pour tout entier naturel n,

(1)



