Chapitre 6 : Nombres complexes : équations algébriques et géométrie

1 Forme trigonométrique des nombres complexes

L’intérét de cette notation vient de la difficulté a multiplier des nombres complexes ou a les diviser lorsqu’ils
sont écrits sous forme algébrique.

1.1 Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

a b
Soit z # 0 mis sous forme a + b, alors |z| # 0, donc on peut écrire z = \/a? + b2 < + z> ;
’ 4 # Y Va2 +b2 Va2 +b?
a

:mzbw

TV »

mais posons , alors o + 32 = 1, donc d’apres le chapitre précédent,

R, a+if=¢e"
et z = |z]e?

Définition 1 (Forme trigonométrique, forme exponentielle, forme polaire).

Soit z € C*, on a démontré lexistence d’un réel 0 tel que z = |z| e, un tel réel s’appelle argument de z. On
pose p = |z|.

On appelle forme trigonométrique de z lécriture z = p(cos@ + isin6).

On appelle forme exponentielle de z Uécriture z = pe™®.

On appelle forme polaire® de z Uécriture z = (p, ).

- =
Interprétation géométrique : Soit M point du plan d’affixe z dans un repere orthonormé (O, 1,7 ) .arg (2)

- —
est une mesure de ’angle ( 1 ,OM)
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Propriété 1.

1l n’y a pas unicité de ’écriture en notation exponentielle.
Si z € C* et 0 est un argument de z, alors l’ensemble des arguments de z est l'ensemble 0 + 217 =

{04 2kn; keZ}

Définition 2 (Congruence modulo 27).

Soient a et b deux nombres réels. On dilt que a est congru a b modulo 27 si 2w divise a —b. On dit aussi que a
et b sont congrus modulo 27. On écrit :

a=b[2r] oub=a [2n] & Ik €Z tel que a — b = 2kn

[\
I
o]

o o e . o 3 T
(0 =0 [27] ou d =7 [27]) ssi @ =0 [r]. De méme < =3 [27] ou 0 = - [27T]> ssif = 0 [7].

Pour signifier que 6 est un argument de z, on notera donc argz = 0 [27].
Remarque 1. arg(0) n’eziste pas.
» Méthode : Si z = ae’ avec a € R*, on doit étudier le signe de a :

sia>0,alors |z| =aet arg(z) =0 [2n] et sia <0, |2| = —a et arg(z) =6 + 7.

» Exemple : Mettre sous forme trigonométrique le complexe z = 1 — 4.

Définition 3.

L’argument principal de z est lunique argument de z compris dans Uintervalle | — w,7t]. L’argument principal
de z est unique, on le note Arg(z).

Application : Réduction de acosx + bsinz.
Soient a et b des réels quelconques non tous les deux nuls.
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— En considérant le nombre complexe z = a + b, montrer qu’il existe des réels r et 0 tels que a = r cosf et
b=rsinf.

— En déduire que A = acosx + bsinx = rcos(z — 0).

— Résoudre dans R cosz — v3sina = 1.

Remarque 2. Cette réduction est classique en physique avec les mouvements vibratoires sinusoidauzx, ot un point

vibrant posséde une élongation (écart par rapport a la position d’équilibre) du type y = acos(wt + @), ot a est

Uamplitude (élongation maximum), w la pulsation, wt + ¢ la phase a Uinstant t et ¢ la phase a Uorigine. On peut
s

aussi utiliser un sinus. Page 1 of 1
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1.2 Regles de calcul sous forme trigonométrique

/

Signaux en phase

Signaux
dephases

NN

Propriété 2 (Propriétés des arguments).

Soit z,2" € C non nuls. Alors :
— arg(z) = — arg(2)[27]
— arg(zz') = arg(z) + arg(z')[27]
— arg(z/2') = arg(z) — arg(2’)[27]

Conséquence : Pour multiplier deux nombres complexes non nuls on multiplie les modules et on ajoute les
arguments. Pour diviser deux nombres complexes non nuls, on divise les modules et on retranche les arguments.

1.3 Fonction exponentielle complexe

Définition 4 (Fonction exponentielle complexe).

Pour tout z € C, d’écriture algébrique x + iy, on pose

exp(z) = e* = e"e™

La fonction
exp : C—C, z— exp(z)

est appelée fonction exponentielle complexe.

Application : Définition d’une impédance complexe en régime sinusoidal.

En régime sinusoidal forcé (dipole linéaire passif), toutes les grandeurs électriques sont sinusoidales & la méme
pulsation w et les grandeurs complexes U et I sont proportionnelles. On appelle impédance complexe le coefficient
de proportionnalité qui se note Z. Le module de Z est 'impédance du dipole, sa partie réelle est la résistance du
dipole et sa partie imaginaire sa réactance.
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IMPEDANCE COMPLEXE

Im

Z & grandeur indépendante du temps

Théoréeme 1.

La fonction exp vérifie les propriétés suivantes :
1. La fonction exp est 2im-périodique, c¢’est-a-dire que pour tout z € C , on a exp(z + 2iw) = exp(z)

2. Pour tout z,2' € C, on a exp(z + 2') = e** = e*e”

Propriété 3.

|€z| — SR'CZ

arge® = Imz [27]

SoitzE(C;{

Propriété 4.

’
e = ¢e* si et seulement si il existe une entier k tel que 2/ = z + 2iknw

>Exemp1e:ezzl—&—i(:)z:ln\/i—&—i(g—&—wm).

2 Racines niemes d’un nombre complexe

Soient Zy € C et n € N*. On cherche a résoudre I’équation 2" = Z.

Définition 5.
| On dit qu’un nombre complexe z est une racine n-iéme de Zy si z est solution de 2" = Zj.

Propriété 5.

Supposons Zy # 0. Alors l'ensemble des solutions de 2" = Zy est de cardinal n. Autrement dit, Zy admet n

racines n-iémes qui sont :
(8 4 2km
| Zo|le! )k =0,..,n—1

ot 6 est un argument de Z.

Remarque 3. La seule racine n-iéme de 0 est 0.

2.1 Racines carrées

Soit Z € C*. On cherche & trouver z € C tel que 2° = Z.

file://D:\PCSI20132014\impedance.gif 4 9/20/2013
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Méthode trigonométrique Soit Z = pe'? e C*.
Soit z = re't € C.
p=|z|>0etr=|z| >0.
2 _ r=./p
2 .2 26t 0 rt=p .
2% = Z ssirfe” = pe'” ssi ssi 0
p {2t—9[27r] {tzi[w]
Ainsi 22 = Z ssi 2 = 21 = \/ﬁeig ouz =29 = —\/ﬁei% = —2.
D’ou le théoreme :
Théoréme 2.
| Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées qui sont opposées l'une de autre.

Méthode algébrique Soit Z = X +iY € C*.

Soit z =z + iy € C.

p=lz| >0etr=]z] >0.

2% =7 ssia? —y® + 2zyi = X 4+ 1Y ssi 20y =Y ssi 2zy =Y

sgn(zy) = sgn(Y)
s X+VX24+Y72
r=—

2
s —X+VXZ1Y?
y =

» Exemple : Trouver les racines carrées de :

Ainsi 22 = Z ssi

— Zp =1+ (réponse : 25¢% ot son opposé).

— 7y = 3+ 4i (réponse : 2 + i et son opposé).

— Zy =T+ 24i (24* = 576) (réponse : 4 + 3i et son opposé).
— Z3 = —24+10i (réponse : 1 + 5i et son opposé).

— Zy = —T — 24i (réponse : 3 — 4i et son opposé).

2.2 Application : résolution des équations du second degré dans C

Les nombres complexes a, b et ¢ étant fixés avec a # 0, on veut résoudre I’équation d’inconnue complexe z
az’> +bz+c=0.

Théoréeme 3.

—b+46 —b—0
Cette équation posséde deuz solutions (éventuellement confondues) valant 2+ et R ou § est l'une
a a
des racines carrées du nombre compleze A = b? — 4ac.
En effet, factorisons cette équation afin d’en extraire les racines :
b
az? +bz+c=0ssia(z? + =2+ E) = 0 car a est non nul
bz b2 b2 c
. 2
ax ot~ 45
ssf a(2” 42 x 2a +24a2 4a? + a)
. b, b 4ac
SSla((Z-f-%) —@ R):O
b, b°—4dac
. Do 07 zdac, o
ssi a((z + 2a) Pe )
A = b? — 4ac est appelé discriminant de az? + bz + ¢ = 0. On note § une de ses racines carrées.
b 0
2 . 2 2
b =0 — ) —(=))=0
az” + zb—i-c ; ssut((z;)—i— 2a)§ (2(1) )
ssi a((z+ 5-) = o) (= + o)+ 5-)

Un produit de facteurs est nul si et seulement si un des facteurs est nul, et comme a # 0, on obtient bien le résultat
demandé.

Notons que si A =0, alors 6 = 0 et I’équation admet alors une unique solution z = ;—
a
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Remarque 4. Dans le cas ot a, b et c sont réels on retrouve les résultats vus au lycée :
Lorsque a, b, c sont réels (et toujours a # 0)

—b
— Si A =0, alors az® + bz + ¢ = 0 posséde une unique solution : x = %
a

—b+ VA —b— VA

— Si A >0, alors az® + bz + ¢ = 0 posséde deux solutions réelles distinctes x1 = ;_7 et xo = Yy

a a
—b+iv—A
— Si A <0, alors az® + bz + ¢ = 0 posséde deux solutions distinctes complexes conjuguées z, = %
a

—b—iv/-A

2a
» Exemple : Résoudre dans C 'équation 2? — (1 +4i)z +5(1 +i) = 0 (Réponse : d =1 —6iou —1 +6i 2 =1—1
ou z = 5¢). On précise que /352 + 122 = 37.
» Exemple : Résoudre dans C Péquation 2% 42iz—1—2i =0 (Réponse : 6 =2+2iou—2—2iz=10ouz=—1-2i).
» Exemple : Résoudre dans C P'équation i2% 4+ 4(2 + i)z 4+ 3i +8 = 0 (Réponse : § = 2(4 + i) ou —2(4 +1i) z = —1
ou z = —3+ 8i).

et z9 =

Propriété 6 (Relations coefficients-racines).

Soient z, et zy les deuz racines, éventuellement confondues, du polynome aX? +bX + c. Alors
214+ 20 =—=b/a et 2120 = ¢/a

De plus, pour tout z € C,
az? +bz+c=a(z —21)(z — 22)

2.3 Racines n-ieme de 1'unité
Soit n un entier positif non nul.

Définition 6.

On appelle racine n-iéme de ['unité tout nombre complexe z tel que z™ = 1. On note U,, [’ensemble des racines
n-iemes de ['unité.

Propriété 7.

U,, est de cardinal n (c’est-a-dire qu’il existe exactement n racines niémes de l'unité, qui sont les nombres
2ik7 .
complezes wy, = e n , avec 1 <k < n). Autrement dit,

2ikT

U,={e ™ ,k=0,.,n—1}

Propriété 8.

1. U,, est contenu dans U.

. _ z .
2. Siz,2' €Uy, alors zz'Z et — sont aussi dans Uy,
z

2im
n

3. Posons w1 = e n . Alors

U, ={wF k=0,..,n—1}

4. Sin > 2, alors
n—1
St =0
k=0

5. Les racines niemes de 'unité non réelles sont conjuguées deuz a deuz. L’inverse d’une racine niéme de
l'unité est égale a son conjugué et c’est une racine nieme de l'unité.

6. Le produit des éléments de U,, vaut (—1)""1.
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2.4 Points images des racines niemes de 1’unité

Propriété 9.

Pourn > 2, les n points images des racines niémes de ['unité sont les n sommets d’un polygone régulier inscrit
dans le cercle de centre O et de rayon 1.

» Exemple : Pour n = 2 : les racines carrées de 'unité sont 1 et —1. 1+ (—1) = 0. Pour n = 3 : les racines cubiques
de Punité sont 1, j et j2, avec j = e Mo M7 Ms est un triangle équilatéral inscrit dans le cercle trigonométrique.
144+ 4% = 0. Pour n = 4 : les racines quatricmes de 1'unité sont 1, i, —i et —1. 1 + (=1) +1i + (—i) = 0.
MoM;, MsMs est un carré inscrit dans le cercle trigonométrique, etc...pour n = 5 : pentagone régulier, pour n = 6
hexagone régulier et pour n = 7 : heptagone régulier.

2
w1
w1
3
w1
27 /7
0 7
w1
—1 0
w1
0.)16
w1

L’ensemble Uy
2.5 Racines niemes d’un nombre complexe

Théoréme 4.
Pour tout entier naturel n > 1, tout nombre complexe non nul admet exactement n racines niémes. De plus,
les racines s’obtiennent en multipliant 'une d’entre elles par les racines niémes de l'unité.

» Exemple : Résoudre 2% = 8.

» Exemple : Résoudre z* =2 — 2.
L 1 i
Indications : 2 — 2i = v/8¢ 1" Une racine quatrieme est V8 1¢16 . Pour trouver les autres, multiplier par i, —1 et

—1.

Théoréeme 5.

Les racines niémes d’un nombre complexe non nul sont les n premiers termes d’une suite géométrique. De
plus, leur somme est nulle.

Théoreme 6.

Les n points images des racines niemes d’un nombre complexe z non nul sont les n sommets d’un polygone

Lo . iy
régulier inscrit dans un cercle de centre O et de rayon |z|™.
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pd P d

3 Application des complexes a la géométrie
- =

Le plan est muni d’un repere orthonormal direct (O, i, j ). On note z4 l'affixe de A, zp laffixe de B, z¢ D'affixe
de C et zp laffixe de D.

3.1 Caractérisation de configurations données

— égalité vectorielle : zﬁ = @ S Zp — 24 =2Zp — ZC
— égalité de deux distances : AB =CD < |z — z4| = |2p — 20|

— égalité angulaire : S1 A # B et C # D, (/@, @) = af27] & argM = a27]
ZB T %A

3.2 Applications
3.2.1 Parallélisme

Théoréeme 7.

Soient A, B,C, D quatre points d’affizes respectives za, zp, z¢c et zp et tels que A # B et C # D. (AB)||(CD)
si et seulement si l’'une des trois conditions est vérifiée :

1. Il existe un réel non nul k tel que zp — zc = k(zp — z4)
ZD — ZC

2. e R*
ZB — ZA
3. argizD — % = 0[n]
ZB T ZA

3.2.2 Alignement

Théoreme 8.

Soient A et B deux points distincts. M € (AB) si et seulement si l'une des trois conditions est vérifiée :
1. Il existe un réel k tel que zpy — za = k(zp — 24)
M — 2
2. LA cR
ZB T %A
M=z
3. arg M "4 = O[r] ou M = A
ZB — ZA

3.2.3 Orthogonalité

Théoréeme 9.

Soient A, B,C, D quatre points d’affizes respectives za, zp, zc €t zp et tels que A# B et C # D. (AB) L (CD)
si et seulement si l'une des deux conditions est vérifiée :
ZD — Z2C

1. € iR*
ZB — ZA
2. arg=2 ¢ = Ty
ZB — ZA 2

3.2.4 Triangles particuliers

Soient A, B et C' trois points non alignés.

. LG T EA o . 2C— %A _ T
— ABC est rectangle en A si et seulement si ———— € {R" si et seulement si arg———— = —[r]
ZB — ZA ZB — ZA 2
s . . . . 2C — ZB RA — ZC
— ABC est isocele en A si et seulement si |zo —z4| = |25 — 24| si et seulement si arg = arg 27]
ZA — 2B Zp — Zc
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— ABC est équilatéral direct si et seulement si z¢ — 24 = e (z — z4), indirect si et seulement si

20— 24 = e%m(zB —z4)

3.2.5 Milieu, barycentre, médiatrice

1
— I est le milieu de [ADB] si et seulement si z; = §(zA +2p).
a1z + o Fagz
— @ est le barycentre de {(A1, 1), -, (An, an)} si et seulement si zg = —— oo
(o1 + . o + QU
— M appartient & la médiatrice de [AB] si et seulement si |2y — 24| = |20 — 2B]-

3.2.6 Cercle

Propriété 10.
M appartient au cercle de centre A et de rayon R si et seulement si |zpr — za| = R.
M appartient au disque de centre A et de rayon R si et seulement si |zpr — za| < R.

Propriété 11.

ZB — 2,
M appartient au cercle de diamétre [AB] privé des points A et B si et seulement si aurgu

]
— 7.
ZA — ZM 2

» Exemple : A(2i), B(1 —1i), E(—1+1i). Montrer que ABE est rectangle en F.

» Exemple : A(2) et B(i). Déterminer C' tel que ABC' est équilatéral. (C(1 — @ + z(l —/3)) ou C(1 + ? +

1 2 2
i(5 +V3)).

3.3 Caractérisation des transformations

Définition 7 (Transformation du plan).

” Une transformation du plan est une bijection du plan sur lui-méme.

» Exemple :une rotation, une translation, une symétrie axiale, une homothétie de rapport non nul. L’écriture
complexe d'une application plane f est I’application de C dans C, notée ¢, définie ainsi :
Si z est laffixe de M, alors 2’ = ¢(z) est l'affixe de M’ = f(M). Lorsque f est une transformation, 1’écriture
complexe de f est une bijection de C sur lui-méme.
Maintenant, soit 1) une application de C dans C. Il est manifeste que 'application du plan dans lui-méme, qui au
point M (z) associe le point M'(z") avec 2’ = 1)(z), est I'application de P dans P dont I’écriture complexe est 1.

3.3.1 Translations
Propriété 12.

Soient U un vecteur de P d’affize o« € C et M € P d’affize z € C. Alors Uimage M’ de M par la translation
de vecteur U a pour affize

Y =z+

Définition 8.

Awvec les notations précédentes, 'application

tz - C>C, 2z 2+«

est encore appelée translation de vecteur .
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3.3.2 Homothéties

5y homotﬂe de ’P de centre A € P et de rapport k € R est application qui a un point M de P associe le point
M’ tel que AM' = KA.

Traduisons ce01 avec les nombres complexes si z et 2’ sont les affixes respectives de M et M’ alors AM’ = AN = kAM
se traduit par 2’ — 24 = k(z — 24) donc 2’ = k(z — z4) + 2a.

Propriété 13.

Soient A € P d’affize zo € C, k € R, M € P d’affize z € C et M' € P, d’affize 2z’ € C, l’image de M par
Uhomothétie de centre A de rapport k. Alors

2 =k(z—24)+ 24

Définition 9.
Avec les notations précédentes, ’application

hA,k : C—C, Z'—>k(Z—ZA)+ZA

est encore appelée homothétie de centre z4 et de rapport k.

Remarque 5. Ainsi, multiplier un nombre complexe z par un réel k revient a effectuer une homothétie de centre
0.
3.3.3 Rotations

Si f est la rotation de centre Q (d’affixe w) et d’angle 6 alors pour tout M # Q, f(M) = M’ ssi
QM = QM et mes (QM QM’) = 0 [27] ssi

|2/ —w| =]z —w| et arg = 0[27] ssi
—w

’ o

Z Y et arg = 0[27] ssi

Z—w z—w

dow

z—w

Propriété 14.

Soient Q € P d’affize w € C, § € R, M € P d’affire z € C. Alors 'image M' de M par la rotation de centre
Q et d’angle 6 a pour affize

2=z —w) 4w

Définition 10.

Awvec les notations précédentes, 'application

Two : C—=C, 2 e?(z—w)+w

est appelée rotation de centre w et d’angle 6.

Remarque 6. Ainsi, multiplier un nombre compleze z par € o 0 € R, revient & appliquer la rotation de centre
O et d’angle 0 a limage de z.

2
» Exemple : Donner I’écriture complexe de la rotation r d’angle % et de centre A(1 — 2i).

3.3.4 Ecritures complexes caractéristiques

10
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Théoréme 10.

Soit b € C. La transformation plane dont I’écriture compleze est de la forme :
— 2/ = 2+ est la translation de vecteur b.

b
— 7' = kz+b avec k réel non nul, k # 1, est une homothétie de centre A d’affize z4 = T et de rapport

k.

— 2 =az+b, avec a € C tel que a # 1 et |a| = 1 est la rotation de centre Q d’affize w = 1

arg (a) .

— 2/ =% est la réflexion? par rappport & Uaze des abscisses.

b
et d’angle
—a

3.3.5 Multiplication de deux nombres complexes quelconques

Les rotations et homothéties permettent d’expliciter géométriquement la multiplication d’'un nombre com-
plexe z par un réel ou par un nombre complexe de la forme ¢ ou # € R. Essayons maintenant de comprendre
géométriquement la multiplication de z € C par un autre complexe quelconque mais non nul, w.

Propriété 15.
Soit w € C non nul et 8 un argument de w. L’application

fC > C
zZ = Wz

est la composée d’une homothétie et d’une rotation. Plus précisement,
J=70,0°ho,jw =hororoe

ot r = |w

3.3.6 Similitudes

Définition 11.

Une similitude directe est une transformation du plan qui multiplie les distances par un réel k > 0 et qui
conserve les angles orientés. Le réel strictement positif k est appelé rapport de la similitude directe.

Quels que soient les points A, B et C distincts, leurs images A, B’ et C’ par une similitude directe de rapport
k vérifient :

—
A'B' = kAB ot (A'B', A'C") = (AB, AC).

11
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Remarque 7. Les homothéties sont des similitudes directes particulieres. Attention, une homothétie de rapport A
non nul est une similitude directe de rapport |A|.

Théoréme 11 (Ecriture complexe).

— L’écriture complexe d’une similitude directe de rapport k > 0 est de la forme z — az + b, a et b étant
deuz complexes tels que |a| = k.
— La transformation s dont ’écriture complexe est de la forme z — az +b est une similitude directe (avec
a € C* etbeC). Deux cas de figure peuvent se présenter :
— Lorsque a =1, s est la translation de vecteur d’affize b et s n’a aucun point fize.
— Lorsque a # 1, s a un unique point fixze Q d’affize w = b/(1 —a) et s est la composée de la rotation
de centre Q et d’angle un argument de a avec Uhomothétie de centre Q) et de rapport |a|. Plus
précisement,

§ = Twarg(a) © P, la] = Mw,ja| © Tw,arg(a)

On obtient donc le théoreme suivant, corollaire immédiat du précédent :

Théoréeme 12.

Toute similitude directe qui n’est pas une translation est la composée d’une homothétie de rapport positif et
d’une rotation de méme centre qui est le seul point fize de la similitude.

Remarque 8. — Effets d’une similitude qui n’est pas une translation : dilatation de |a| & la longueur AM puis
rotation de centre A est d’angle arga.
— Une similitude qui n’est pas une translation est appelée similitude a centre et a trois éléments caractéristiques :
angle, centre et rapport.
— Propriétés de la similitude directe de centre S, de rapport k > 0 et d’angle 6 :
’ o i
— QM = kQM et (QM,QM") = 0.
! o/ !/ !/ Yal
— A'B"=kAB et (A'B",A'C") = 0.

— 2 —w=ke"(z —w) ot w est laffize de Q.

3 in/5
Exemple avec a = 56”/‘) etb=1+21

» Exemple : Soit s Papplication qui au point M d’affixe z fait correspondre le point M’ d’affixe 2’ telle que
2 = (1+14)z42. s est la similitude directe de centre €(2i), de rapport V2 et d’angle g

» Exemple : f : 2+ 2 = (=2 — 2i)z + 4. Déterminer la nature de f.
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Propriété 16.

1. Une similitude directe transforme une droite en une droite, un segment en un segment et un cercle en
un cercle.

2. Une similitude directe conserve le parallélisme, 'orthogonalité, le contact, les barycentres et multiplie
les aires par le carré de son rapport.
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