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P Aorrusiae _ 5 //E'

PARTIE A
1.4 +2z y = 1 est une équation différentielle linéaire du premier ordre, & coefficients non constants
* ¢t non homogeéne.

2. a) Par récurrence :

: o Initialisation : f étant une solution sur R de cette équation différentielle, ona: f/' =1 — 2z f.
- Donc, f est dérivable sur R, donc de classe €° sur R.

" e Hérédité : Supposons que f soit de classe €™ pour un entier n donné. Alors, il en est de méme
- (par somme et produit) de f' =1 - 2z f, c’est-a-dire que f est de classe €™ 1! sur R.

- e D’aprés le principe de récurrence, f est de clase ¥ pour tout entier naturel n, ¢’est-a-dire que :

f est de clagse ¥ sur R.
| |

b) En appliquant la fonction f’ + 2z f en 0, on obtient :




PARIIEB - ' - 6)e

T
P . . . 2 . 2
1. Par composée de fonctions continues, 1a fonction £ — e¥ est continue sur R, donc z — [ et dt
0

est de classe ¥ sur R. Comme il en est de méme pour e““’z, on en déduit que, par produit :

| D est de classe %! sur R.

De plus,
T
VzeR, D(z)=-2z e‘”:zf Fdt+e ™ e = —2zxD(z) + 1.
0

Ainsi

|D est solution de I’équation différentielle : o' 4+ 2xy = 1. |

2. D est définie sur R qui est symétrique par rapport & G, et :

Yre R, D{(—z)= e‘ﬁf At = e_‘”zf o~ (—du) = —D(x).
0 0

t=—u

Done,

3. Soit = > 0. La fonction ¢ — t* est croissante sur [0, z], et la fonction exponentielle est croissante
. 2 . . P
sur R, donc, par composition : £ — e est croissante sur [0, z]. On peut donc écrire :

2

Vi e [0,2], 1<et e,

et ainsi, par croissance de 'intégrale :

T Ji g x
m=/ 1dt§] etzdts[ e At = xe®,
0 0 0 .

2

Vee Ry, ze ™ £D(z) <z

4. a) Soit © € R?. Les fonctions u : ¢ > e et v : # — L sont de classe ¥ sur tout segment
1

282

x o ' T z 2 T
G VLI TRNE DUV f e Tl (e / g2 1
/1 e’ dt f1 e X2t [e X2t X 1 € X2t'~’ 2% 2 + A 2te X4t3 dt.

On effectue une seconde intégration par parties, ce qui donne :

oz 2 . * T o2 - z _i?
£2 g% e 2k f & _3d e e e e 3f e

== —] - —dt=—-= - = 2 Iat

fle di (293 2)+[e X4t3L L & X 2w 2) N\ 1)t 7%

inclus dans R* , donc on peut effectuer une intégration par parties avec : u'(z) = 2¢ et et v/ () = —
+ f

et donc :

. 2 e’ 3¢ 3 [%ef
vz € R Pap=o S 2° -f ¢ .
z e R, /le %—1-4%3 4+41 t4dt

b) h est dérivable sur [1,+00 €t :

2tet” xi? — 2’  2ted
£ oo

R (t) = (£2 — 1) 2 0 sur [1, +oo[.

Ainsi,

|h est, croissante sur [1,+ool. l




On en déduit que : ?’/ Z

h{t h(z
Vz €[l,4oo[,Vt e [l,2], R(1)<h{t)<h(z), donc: -—t(—z—)— £ -%,
et, par croissance de Vintégrale :
® h(t) ® h(z) L e “ dt
l t—th < j; *~£2—dt soit : fl t_‘i‘dt ~.<._ h(ﬂ?) . t—2
= dt 11 1
Or,d’unepart:f ==|-7| =1~--€[0,1];
1 E t], T .
22 '
Ep 2z ™ =’
et, d’autre part : lim -Z— = lim — = 0. Don¢, — = o(u—) au voisinage de +co.
z—r+00 GQL z—+oo I x 2

On en déduit done :

T etZ emﬂ
au voisinage de +o00 : f —Tdt= o(———).
1 t 2z

@ it =2
- e & .
¢) Au voisinage de +oc, on a donc : f t—4dt = 0(2—) et donc, de la méme maniére :
1 x
2

2 2
e* e* e’ e*
m”(%) o ?“’“0(%)-

Avec 'égalité obtenue au 4.(a), on en déduit que :

Par produit, on en déduit enfin :

' 1
D), o 55

5. a) On a déja vu que D) est dérivable sur R et que : D'(z) = 1 — 2xD(z). Donc, sur R} :

. [T . z? x
Dz)>0 & 1>2mD(32‘)=23:e_“2/ dt e Z—w—f e dt > 0.
[ 0

332

T
Posons u : x € RY > 62_3 — f et dt. Alors, u est dérivable sur R et :
0 :
2 2 2
2re® x2xr — 2% : £
vz e Ry, +'(z)= () —e™ = “""2%”5 <0

1
- . I - e
Ainsi, u est strictement décroissante sur R avec : hx%u(x) = +00 et : u(l) = 5~ / et dt. Or,
T 0
. >0
on sait que : V¢ € R,ef > 14t et donc :

2

b e
Ve e Ry, fetdtzf(1+t)dt soit : ez—1>m+%,'
0 0

t4
don:VteR, ef >1+82+ 5 et done

1152dt>f1 1—E—t2+t4 dt=1+ 54 & 1433
s O 7 2) T Ty T




Or, g = 1,359, donc on en déduit que : u(1) < 0. On a donc le tablean de variations suivant : S//g/

T 0 b 1 +co
+o0
\ ;
U 0 ¥
_\\“u(l) <0
D' (x) 1 + 0 -

f(o) <

p 0/ )\0

Ainsi,
D admet un maximum, atteint en un point b € |0, 1[ C RY.
b ebﬂ
b) D’apreés le calcul précédent, b est le réel strictement positif tel que : j e dt = T Ona
0 o
donc : : e - . b ‘
D(p) = '“bsz Pdi=e x oL
= e 0 € = © 2b __ 20
Donc :

Le maximum de D sur R} est

%4

¢) D’aprés les variations de D, ce maximum est atteint en un point unique b € |0, 1{. Or, on a
vu & la question 2. que D est impaire, et donc on en déduit que D est négative sur R_. Finalement :

D atteint son maximum uniquement en b.

PARTIE C
1. e On résout d'abord ’équation homogéne : ¢ + 2z y = 0. Puisqu'une primitive de x — 2z est :
z — z?, on en déduit que les solutions de I'équation homogéne sont les fonctions :

yp = C e‘xz, oli C' est une constante réelle.

+ Une solution partiuliére est la fonction D de la partie B.

e Donc :

Les solutions de ’équation différentielle 3’ + 2z y = 1 sont :

X
2z D{z)+ Ce® =@ f e dt+ Ce=®, avec C € R.
0

2. On salt que D est une solution de ’équation et que I est impaire, d’oi1 existence. Déterminons
C pour que la solution "générale" y précédente soit impaire. On a donc :

y(—z) = D(-z) + Ce™™ = —D(z) + Ce®".
Donc:y(—z)=—y(x) & C=-C <& C=0.Ainsi:

,L’équation différentielle ¢’ + 2z y = 1 posséde une unique solution impaire : Ia fonction D.J




