Chapitre 13 : Fonctions : limite d'une fonction et continuité en un point

1 Etude locale d’une fonction

1.1 Propriété vraie au voisinage de a

Soit a € R. On appelle voisinage de a toute partie de R contenant un intervalle de la forme :
1. sia €R, Ja—n,a+n[ avecn >0,
2. sia = +00, |n,+oo] avec n >0,

3. sia= —o00, | —o0,n[ avec n < 0.

Ja —n,a + n| est appelé intervalle ouvert de centre a et de rayon 7.
Les voisinages de a € R sont les parties de R qui contiennent un intervalle ouvert de centre a. Un intervalle ouvert
de centre a est donc lui aussi un voisinage de a.
Par ailleurs pour z € Ret n > 0,  €la —n,a +n[ ssi | — a| < n.

» Exemple : Ja — —,a + —[ avec n € N* sont contenus par tout voisinage de a & partir d’un certain rang.
n n

On dit qu’une propriété portant sur une fonction définie sur E est vraie au voisinage de a s’il eriste un
voisinage de a tel que la propriété est vraie sur lintersection de E avec ce voisinage de a.

Soit f € F(E,R) et a € R. On dit que f est définie au voisinage de a lorsque
— sia €R, 3In >0 tel que Ja —n,a+n\{a} C E (il existe un voisinage V de a tel que V\{a} C E)

— sia =400, JA € R tel que |A, +o0[C E
— sia=—o00, JA € R tel que | — o0, A[C E

Remarque 1. Sia € R, f est définie au voisinage de a & gauche si In > 0 tel que Ja — n,a[C E et [ est définie
au voisinage de a & droite si In > 0 tel que |a,a +n[C E.
Sia € R, f est définie au voisinage de a implique que f est définie au voisinage de a a droite et d gauche.
Ne pas confondre ’f est définie au voisinage de a’ et ’f est définie sur un voisinage de a’ qui veut dire qu’il existe un
voisinage V de a tel que V C E (c’est-a-dire E est un voisinage de a). La seconde affirmation implique la premiére
mais la réciproque est fausse.

sinx o .. . .. 1
est définie au voisinage de 0. 2 — /2 est définie au voisinage de +oo et x P
est définie au voisinage de +00. x > \/z est définie en 0 mais pas au voisinage de 0 car il n’existe pas d’intervalle
ouvert centré en 0 tel que I\ {0} C RT.

» Exemple : z —

1.2 Limites finies

On va étendre dans ce qui suit la notion de limite d’une suite réelle introduite au chapitre 11 & une fonction
réelle définie sur une partie quelconque de R.



MPSI  CHAP 13 - LIMITE D’'UNE FONCTION ET CONTINUITE PONCTUELLE 2/8

Soit f € F(E,R). Soitl € R.
On dit que f admet | pour limite en a € R si f est définie au voisinage de a et vérifie

Ve>0, In>0, Ve €E, |[t—a|<n=|f(zx) -1 <e
On dit que f admet I pour limite en +00 si f est définie au voisinage de +00 et vérifie
Ve>0, JA>0, Ve € E, > A= |f(x) - <e
On dit que f admet I pour limite en —oo si f est définie au voisinage de —oo et vérifie

Ve>0, JA>0,Vz € E, s < —A=|f(z) -] <e

Remarque 2. Dans les trois cas le réel | est unique. Si on suppose maintenant a € R, on note :
I=1limf ou lim f(x).
a Tr—ra
» Exemple : z — = — a tend vers 0 en a.
» Exemple : La fonction carrée tend vers 0 en 0.

1
» Exemple : La fonction z — — tend vers 0 en +oo.

x
» Exemple : La fonction = — expz tend vers 0 en —oo.
» Exemple : La fonction x +— [ admet pour limite [ en tout point de R et en £oo.
» Exemple : La fonction 2 ~ (z — 1)~2 admet pour limite 0 en +oc.

Remarque 3. lim f(z) =1 < lim(f(x) —1) =0.
r—a r—a
Sia€R, lim f(z) =14 lim f(a+h)=1.
T—a h—0

Si une fonction f, définie en a, admet une limite finie en a, celle-ci est égale a f(a). On dit alors que f est
continue en a.

Remarque 4. Si une fonction f est définie en a, la fonction f est continue en a si et seulement si elle admet une
limite finie en a.

» Exemple : Toute fonction affine est continue en tout point.

Soit f : E\ {a} — R telle que lim f =1 € R alors la fonction f - E->Rax#aw— f(z)eta—1 est

continue en a. f s’appelle prolongement par continuité de f en a.

Remarque 5. Sia est une extrémité de E n’appartenant pas a E, f admet une limite finie en a si et seulement
si elle est prolongeable par continuité en a.

sin
» Exemple: f : z+—

, définie de R* vers R. Si on pose f(0) =1, f est continue en 0.

Propriété 1.

Si f admet une limite | € R en a € R alors elle est bornée au voisinage de a. Cela signifie qu’il existe h > 0
tel que la restriction de f a]a — h,a+ h|NE est bornée.

Propriété 2.
| Si f admet une limite | non nulle en a alors f est non nulle au voisinage de a et du signe de [.
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Remarque 6. Si f admet | > 0 pour limite en a € R alors f est minorée par 3 > 0 au voisinage de a.

_ l
Si f admet | < 0 pour limite en a € R alors f est majorée par 3 < 0 au voisinage de a.

Les propriétés 1 et 2 restent vraies si a € R.
Si [ est continue en a alors f est bornée au voisinage de a.
1.3 Limite a droite, limite a gauche

Une fonction | est dite définie a droite du réel a si pour tout n > 0, la,a + n[NE # (.
Une fonction f est dite définie a gauche du réel a si pour tout n > 0, Ja — n,a[NE # (.

T 1
» Exemple : z — — est définie a droite de 0. x — est définie a gauche de 3. x — — est définie a
x

1
V33—

T
gauche et a droite de 0. Une fonction qui est définie au voisinage de a € R a droite est définie a droite de a.

Soit f une fonction définie a droite du réel a. On dit que f a une limite a droite | € R en a si la restriction
de f & EN|a,+oo| admet une limite égale a1 lorsque x tend vers a. On note alors

li = li = li =1.

lim flx)=1ou 1—>(11H;>af(m) l ou éI_Pf l )

Soit f une fonction définie a gauche du réel a. On dit que f a une limite a gauche l € R en a si la restriction
de f & EN| — oo, a| admet une limite égale a1 lorsque x tend vers a. On note alors

mliglf flx)=1ou z_}l(llngkaf(m) =1 ou li{nf =1.

Propriété 3.

Soit f une fonction définie a droite du réel a. Alors f a une limite a droite l € R en a ssi
Ve>0, In >0, Vx € E, z €la,a+n[=|f(z) -] <e
Soit f une fonction définie a gauche du réel a. Alors f a une limite a gauche | € R en a ssi

Ve>0, In >0, Vx € E, z €la—n,a[=|f(zx) -] <e

Propriété 4.

Soit f une fonction définie & droite et a gauche du réel a mais pas en a et | € R. Alors f a une limite égale
al ena ssi f aune limite a gauche de a et une limite a droite de a, toutes deuzx €gales a .

Une fonction f définie a droite et a gauche du réel a peut ne pas admettre de limite en a mais admettre
uniquement une limite & droite ou une limite a gauche en a ou toutes les deux a la fois (distinctes).

» Exemple : x — 2x — m

Soit f une fonction définie en a € R et a droite du réel a. On dit que f est continue a droite en a si la
restriction de f a EN]a,+o0o[ est continue en a c’est-a-dire ssi liIJ}lf = f(a).
a

Soit f une fonction définie en a € R et a gauche du réel a. On dit que f est continue a gauche en a sila
restriction de f a4 EN] — 0o, al est continue en a c’est-a-dire ssilim f = f(a).
ps

Propriété 5.

Soit f une fonction définie en a € R et a gauche et a droite du réel a. Alors f est continue en a ssi elle est
continue a gauche et a droite en a.
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Une fonction définie en a € R a droite et a gauche de a peut étre continue a droite ou & gauche en a sans étre
continue en a.
» Exemple :  — (z — [x])%. E = R. Continuité en n € Z?

1.4 Limites infinies

On dit que f tend vers +oo lorsque x tend vers a € R et on note lim f(z) = 400 ou lim f = +oo lorsque f
Tr—ra a

est définie au voisinage de a et
VA>0,3n>0, Ve €E, |[t—a|<n= f(z) > A

On dit que f tend vers +oo lorsque x tend vers +0o et on note hrf f(z) = 400 ou Emf = 400 lorsque f
xr—r+00 o0

est définie au voisinage de +0o et
VA>0,3B>0,Vx€E, x> B= f(x) > A

On dit que [ tend vers +oo lorsque x tend vers —oo et on note lim f(x) = 400 ou lim f = 400 lorsque f
T——00 —o0

est définie au voisinage de —oc et

VA>0,3B>0, Vx e E, x < —B= f(z) > A.

On dit que f tend vers —oo lorsque x tend vers a € R et on note lim f(z) = —oo ou lim f = —oo lorsque f
T—ra a

est définie au voisinage de a et
VA>0,3n>0,Vz € E, |z —a|<n= f(z) < -A

On dit que f tend vers —oo lorsque x tend vers 400 et on note lim f(x) = —co ou lim f = —oo lorsque f
T—+00 “+oo

est définie au voisinage de +o0o et
VA>0,3B>0,VxeE, x> B= f(z) <—A.

On dit que [ tend vers —oo lorsque x tend vers —oo et on note lim  f(x) = —oco ou lim f = —oo lorsque f
T——00 —o0

est définie au voisinage de —oc et

VA>0,3B>0, Vx € E, s < —B= f(z) < -A.

» Exemple : Montrer que lim e” = +o0
r——+00

» Exemple : Soit f : x+ (z — 1)72 Montrer que lim+ f(z) = 4o0.
rz—1

1.5 Propriété des limites

1.5.1 Fonction positive ou négative

Propriété 6 (Stabilité des inégalités larges par passage a la limite).
SiVx € E\{a}, f(x) >0 et si lim f(x) =1 € R alors | > 0.

r—ra
Sive € E\{a}, f(z) <0 etsilim f(x) =1 €R alors 1 <0.

r—a
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Propriété 7.

Soit f une fonction définie au voisinage de +00 ou —o0, positive et telle que Emf =loulimf =1, alorsl > 0.
o0 — 00

Soit f une fonction définie au voisinage de +00 ou —o0, négative et telle que Emf =loulim f =1, alorsl < 0.
o0 — 00

1.5.2 Comparaison

Propriété 8 (Théoréme de comparaison).

Soit a € R. Si au voisinage de a on a f(x) > g(x) et si lim f(x) =1 € R et lim g(z) =1" €R alors | > 1'.

—a Tr—a

En particulier, si lim g = 400 alors lim f = 400 (théoréme de minoration) et si lim f = —oo alors lim g = —c0
r—a r—a r—a r—a

(théoréme de majoration).

Propriété 9 (théoréme d’encadrement des limites).

Soit a € R. Soient f,g,h trois applications définies au voisinage de a € R. Si au voisinage de a on a f(zx) <
g(x) < h(z) et si lim f = lim h =1 alors lim g = 1.
r—a

r—a T—ra

En particulier, si |f(x)] < g(z) et si lim g(z) = 0 alors lim f(x) =0

T—ra r—a

1.5.3 Fonction monotone

Théoréme 1 (Théoréme de la limite monotone).
Soit f définie sur ]a,b] avec a < b.

1. Si f est croissante sur |a, b|
— si f est majorée alors f a une limite finie quand x tend vers b~ et lérpf = supqp(f-

— si f est non majorée alors f tend vers +o0o quand x tend vers b~ .
— Si f est minorée alors f a une limite finie quand = tend vers a™ et hI_Pf = nfjqpf-
a

— si f est non minorée alors f tend vers —oo quand x tend vers a™ .

2. Si f est décroissante sur ]a,b|
— st [ est minorée alors [ a une limite finie quand x tend vers b~ et im f = infi, ;[
o ;

— si f est non minorée alors f tend vers —oo quand x tend vers b~ .
— Si f est majorée alors f a une limite finie quand x tend vers a™ et lir+nf = supqp(f-
a

— si f est non majorée alors f tend vers +0o quand x tend vers a™ .

1.6 Opérations sur les limites
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Propriété 10 (Composition).

Soient E et F' deux intervalles non réduits a un singleton. Soient a € E et b € F.
Soient enfin f : E\{a} > Retg : F\{b} = R telles que Vx € E\ {a}, f(x) € F\ {b}.
Si 1i_1>n f(z)="0bet lin})g(y) =1 € R alors lij}ngof(x) =1

r—a y— T—a

Remarque 7. — Le résultat reste vrai si on remplace | par £o0o ou a par 00 ou b par oo
— Si f est continue en a et g continue en b et f(a) =b alors go f et continue en a.

Propriété 11 (Somme, produit, produit par un scalaire).

Soient E un intervalle non réduit ¢ un singleton. Soienta € E et f etg : E\ {a} = R.
On suppose que il_r}r(g fl)y=1leR et ilg{lz g(x) =1"eR. Alors

lim (£ + g)(x) = L+ 1,

lim (fg)(z) = 1I',

Wk R, lim(kf)(2) = K,

lim [ (2)] = |,

Sil#0,3h >0, Vz e E\{a}N]a—h,a+h[, f(z)#0 et lim l(x) = 1

z—a l

Remarque 8. Les résultats restent vrais si on remplace a par +oo.

L’ensemble des applications de E dans R de limite nulle en a est un sous-espace vectoriel de F(E,R) stable par
produit.

Si f est continue en a alors |f| est continue en a.

» Exemple : Soit f telle que f(x) =1siz > 0et f(z) =—1siz <0. Alors f n’a pas de limite en 0 mais |f| a
une limite en 0.
Autres cas : voir tableau.
» Exemple : Calculer zlim Vri+z+1-—uz.

——+00
» Exemple : Calculer hrf z+/z+Vxr — .
r—r+00

sin3x — sinx
» Exemple : Calculer im —
z—0 sin3x + x

Propriété 12.
| Le produit d’une fonction bornée avec une fonction de limite nulle est une fonction de limite nulle.

1.7 Lien entre limite de fonction et limite de suite

Théoréme 2 (Image d’une suite de limite a par une fonction admettant une limite en a).
Soit f définie sur E \ {a} telle que lim f(x)=1.
Tr—a

S0it (Un)nen une suite d valeurs dans E \ {a} telle que lim wu, = a.
n—-+oo

Alors la suite (f(un))nen tend vers l quand n tend vers +o0o.

Remarque 9. Le résultat est valable sil = +00 ou a = £o0.

1l sert souvent a montrer que’une fonction n’admet pas de limite en a : il suffit de trouver une suite convergeant
vers a dont l’image me converge pas.

De méme, pour montrer la discontinuité d’une fonction f en a, on trouve une suite qui converge vers a et dont
limage ne converge pas vers f(a).

1
» Exemple : lim cos(—) existe-t-elle ?
z—0 x
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Propriété 13 (Caractérisation séquentielle! de la limite d’une fonction).

Soit f définie sur E \ {a}. f admet une limite | € R en a ssi l’image par f de toute suite de E convergeant
vers a est une suite convergeant vers [.

2 Continuité en un point

Dans cette section, on suppose que I est un intervalle non réduit a un élément et que zo € I. Soit f définie sur
1.
On précise que :

— lorsque f n’est pas continue en xg, on dit qu’elle est discontinue en zg.

— la continuité d’une fonction f en un point x( exige I’appartenance de xg a I.
On synthétise ici un certain nombre de propriétés rencontrées dans les paragraphes précédents.

Propriété 14.

1. Si f est continue en xg alors f est bornée au voisinage de xg.

2. Si f est continue en g et f(xg) # 0 alors il existe un voisinage de xqo sur lequel f ne s’annule pas et
est du signe de f(xo).

3. Si f est positive sur un voisinage de xo (sur |ro — h,xo+ h[NI\ {xo} = Ip) et si f est continue en xg
alors f(xg) > 0.

4. Si f est négative sur un voisinage de xo (sur |xo — h,xo + h[NI\ {xo} = I1) et si f est continue en xg
alors f(xg) <O0.

5. Si f > g au voisinage de xq et f et g continues en xo alors f(xg) > g(xo).
6. Si f>g>hsurlyetsif,qgeth sont continues en xq et f(xo) = h(zo) alors g(xzg) = f(xo) = h(zo).

7. Soit f : I —J, g : J—=R, avec I et J deux intervalles non réduits a un élément. Soit xo € I. Si f
est continue en xg et g continue en f(xg) alors go f est continue en xg.

Propriété 15 (Opérations).

Si f et g sont continues en xg et si a, 8 ER, f+g, fg, af, af + Bg et |f| sont continues en .

Si f(xo) #0, ? est définie au voisinage de xg et continue en xq.

» Exemple : Soit f définie sur I, positive et continue en xg. On suppose que f(xo) > 0. Montrer que \/f est
continue en xg.

Remarque 10 (Structure de l’ensemble des fonctions continues en xp). L’ensemble des fonctions de I vers R
continues en xo muni de + et . est un sous-espace vectoriel de (F(I,R),+,.). Cela signifie que c’est un sous-
ensemble non vide et stable par combinaison linéaire de (F(I,R),+,.).

Propriété 16 (Caractérisation séquentielle de la continuité d’une fonction en un point).

Soit f définie sur I et xg € I. f est continue en xg ssi l'image par f de toute suite de points de I convergeant
vers xo est une suite convergeant vers f(xg). Cela peut s’exprimer sous la forme :

lim f(z,)=f( lim z,).

n—-+oo n—-+oo

Remarque 11. Cette propriété est un cas particulier de la caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction.
C’est cette propriété qui est utilisée dans 'étude des suites récurrentes d’ordre 1 (définies par ¥Yn € N, w11 =
f(uy)). Elle permet aussi, dans certains cas, de montrer qu’une fonction n’est pas continue en un point.

» Exemple : Soit f la fonction définie sur R par f(z) =2*+1siz € Qet f(z) = 2 si x € R\ Q. Montrer que cette
fonction est discontinue en tout point a € R.

1. =relatif aux suites
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3 Breve extension aux fonctions a valeurs complexes

Soit E un intervalle de R non réduit & un singleton et f définie sur E a valeurs dans C.
On appelle partie réelle de f et on note Re(f), la fonction z — Re (f (z)). Re (f) est définie sur E et est a
valeurs réelles.
On appelle partie imaginaire de f et on note Im (f), la fonction z — Im (f (z)) . Im (f) est définie sur E et est
a valeurs réelles.

De plus, f = Re (f) +iIm (f).

Si f = u+ v avec u et v & valeurs réelles, la fonction u — v s’appelle application conjuguée de f et est notée f.

On définit |f| = v/(Re(f))2 + (Im(f))2 = \/fif Ve € E, |f(x)] = |f|(z); lorsque f ne s’annule pas, on a
1_f

T

On dit que f est bornée lorsque |f| est majorée.

Propriété 17.

L’ensemble B (E,C) des applications bornées de E vers C est stable par combinaison linéaire et par produit.

On dit que f € €, Cadmet X\ € C pour limite en a € R lorsque |f — \| admet 0 pour limite en a.

Propriété 18.

Soit feE,CetacR -
f admet une limite X en a € R <= Re(f) et Im(f) admettent respectiverent des limites 1y et ly réelles en a
et alors A\ = 11 + ils.

Propriété 19.
| Toute fonction admettant une limite en un point est bornée au voisinage de ce point.

Remarque 12. Concernant les opérations algébriques, les regles sont les mémes que pour les applications a valeurs
réelles.

On dit que [ est continue en a lorsque f admet une limite en a et est définie en a.

Propriété 20 (Caractérisation de la continuité a I’aide des parties réelles et imaginaires).

‘ f est continue en a si et seulement si Re(f) et Im(f) le sont.




