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Partie £ ;
1°) @) Pour tout n € Net tout ¢ € R, on a grice & de Moivre et Newton ' ‘

cos(nb) + isin(nf) = (cos§ +isin )™ = E C2(cos 0)*P(isin 6‘)1"
. ’ o =0
Les termes d’indices pairs de la sommation contribuent & la partie réclle et les i
termes d’indices impairs contribuent & la partie imaginaire (car 02 = (=~ 1)¢ et |
?2H = (—1)% ). Ainsi, en séparant Ia partie réelle de la partie imaginaire, on |
obtient, pourn > 1 : . _ i
cos(nf) = ¥ [;‘j(cos gyn~24(—1)4(sin §)%¢ |
, _ =0 =47 E i
n—lE

sin(nd) = g (ﬁqﬂj(cosﬁ)” 2~ 1( 1)9(sin §)2a+! .

Ii sufﬁt alors de remarguer que sm 6 =1 — cos? 0, pour gbienir

i
cos(n@) = )f -{’“‘\‘Z(c’os 8)*~22(—1)7(1 ~ cos? §)?

o a : S
sin{nd) = sin() - qT: j [ et } (cos 8)%—29-1(~1)4(1 — cog? 9)9 .
"On peut donc prendre : E : , o
Tn(X) = z: (- 1)@{ )Xﬂ~24(1 x%)9; : S
- -nz 11 \
U@y = 5 (e Joa oy
g=0 ‘@%

Notons que 1'on a diréctement Io = 1 et Uy = 0, et Ia formule donnant T, reste
donc valable pour n = 0.

b} Considérons un poﬁynomeP telque 1V 9, T, (cos €) = cos(nd) = Py (cos 6)
En faisant décrire 3 6 le segment [0, 7}, onadonc:Vz € [~1, 1}, (T —=Po)(z) = 0,
etle po]ynome T, — P, admet une infinité de racines, donc est le polynéme nul. -
De la méme fagon, si V8, sin(0)U,, (cos §) = sm(n9) sin{6)Q,, (cos #), pour
un certain polyndme Q.,, alors, en faisant décrire 2 ¢ I'intervalle |0, [, il vient :
Ve &€1=1,1], (U, — ~Qnlz) =0,et U, ~ Qn adimet une infinité de racines, donc |
est le polynome nul. r

On a donc bien prouve i’umcﬂe, pour ¢haque valeur dé n, du polynorne T,onl,
soliition. P L ;
¢} ]Facﬂement To=1, N1 =X (car'cos({)'t?) = 1 ét cos(l 9) = cosf) 1) .
Comime cos(29) = 2¢0s? 0~ Letcos(38) = 4cos% 0—3 cos Q,(pamr de la formule |
donnant cos(20 - 8} et u’uhser sin(20) = 2sinfH cosd, ...), il vient :
T2=2X2—letT3—4X3-—3Xf ) u
d) T4—{a} [“}}F(I X% +{ 3(1~X2)2 w%x A= 504
E D’apres P'écriture en extensmn n de Tm on voit que T ne posséde que de!
monbmes de degré pair si n est pair et la fonction polynomiale associ€e est alor:
.paue et que T, ne posséde que des mondmes de degre impair si n est impair et 1
- fonction ,polynommﬂe est alors impaire. . o
uffit d’apphquer 1a formule de tri gonométrie correspondante’ On a don

Vne N* VO eR, Tn+1(cos9)+T _1(0088) = 2008 0.T(cos )

. 2AT:
Ein faisant varier 8 dans [0 7], onen deduthuelepoﬂynomeTnM +T _1~%XTn 19 ek w C* a2k ia‘{%fvg}f
s antule en tout point de [ 1, lj,dcmc estle poiynom.,m.i ce gui domme Ia re;atlon ; o 16 K S BB Tk
de récurrence annonceée, ] e RxTe ~Te
b) Dol : Ty = 16X3 — 20X3 + 5X, Tp = 32X° - 48X* 4 18X2% —1.. - sogegoxt x-Sk el
o : o i —'%LX@ qﬁ’k“*ﬂgxiva

e :&;g‘"*% »gk?wr:i

it



4°) Du rang 1, jusqu’an rang 6, le degré de T, est 1 et le coeffcient dominantest | . 2‘/ 4
2”‘"% Aattention au rang 0, le degré vaut 0, mais le coefficient dominant estl). .~ . .
Supposons cette propriété vraie jusqu’aun certain rang n > 1, alors 2X 7T, — Thea af K\MS,L( Ares
est de degré exaciement n + Letde coefficient dominant 2,271 = 2™ cAinsi T g . IP PR STIIS)
est de degré n + 1 et de coefficient domingiant 2". On conclut alors par le principe / ' e e
de récurrence : dowite o
pour tout n > 1, 77, est de degré n et de coefficient 271, |
5°) Pour tout 8 de ]0, 7], on peut écrire ;

2 cos 8, (cos 6} — Up-1(cos §) = 2cos9 sin('ne)‘ —sinf(n — 1)4]

sinf
_ sin[(n+1)8] + Sln[(s?n—f) 1)8_] — sinf(n — 1)91..1& Une1(cos 0) |
Ainsi Jes polyndmes 2XTU, — n—1 et U1 sont égaux (puisque les fonctions

polyndmes associées coincident en une infinité de points). -

De méme, pour tout § € 10, | :
. 2
(1 — cos® 8)U2(cos ) + T2(cos ) = sin? El:;n(“—%@ +cos?(nd) =1
Soit, par I'argument maintenant habituel : (1 — X2)U2 + T2 = 1.

Partie B
1°) G est a seule racine de Tl,’ fes racines de T sont i_\}?} et les racines de T3 sont

s

0, 2 et_ ""é—o rd .
2°) Soit = une éventuelle racine de 1., comprise entre —1 et 1. T existe donc @
compris entre O et 7 telle que 2 = cos 6.Doh :

Tn(z) = 0 &= Tp,(co86) = 6 <= cos(nd) = 0. e
Le nombre né est donc congru % modulo 7, il existe donc n éﬁgles solutions :
o, = (2 i+ 1 evec0<j < n~ 1(6 doit appartenir & [0, r]).
La fonction cos étant strictement décroissante sur [0, 7], on obtient ainsi 7 racines
distinctes : Tj = oS Lz—j—;?llzﬂvec HES E

Or T,, est un polyndme de degré exactement 2 il ne peut donc admettre plus de n
racines dans C : on vient d’obtenir foutes les racines (complexes) de T, -

La factorisation en produit de pelyndmes iréductibles de T}, en découle : ;
T, =2 1(};_@5(%))(}(_305(%)).,.(X*COS(L%__)E))__f\_g |

3) Notons t,, : 2 — Tn (=) et 1, sa dérivée. On a alors #, (2} = (T7)(x).
On sait que T, dong &, s'annule en #, et que les ¥ sont distincts, |
plus précisément : yg > 31 > - > pog > Y1 i
Appliquons 1 — 1 fois le théortme de Rolle entre los points Yk €t Yeta (pour k & [0,m — 2]). I
En(gs) = talierr) = 0, done il existe 2, €]y .1, | telles que #,(2) = 0 ) ‘

On a done 'entrelacement : g > 29 > MEa > > Y9 > Zng > W1 avee Tply) =0
et Tn(zp) =0 ’

lPour n 22, T, admet (n — 1) racines réelles distinctes. I

L!-)__S_u—i;ﬁnt les indications (et-swec 1a notion de la question prééédente), -
P = ty o cos est de classe €2 sur R, par composition.
VoeR, ¢uz)=—sinle)x ) {cos{z)) et oll{z)= ~cos(z)t, (cos(x)) + sin?(z)t! (cos )

Par ailleurs, ¢, () = cos(nx), done
Yo €R, g (z)=—nsin(nz) et ¢(z)=—ncos(nz)

Done
YzeR, —n’cos(ne) = —ni,{cosz) = ¢ff(z) = —cos{z}t; (cos ) + (1 ~ cos? ()i (cos T)
Donc pour tout y € [-1,1] (y = cosx)
= Ta(y) = (1 ¥)T5 () — yTo ()
Alnsi B = (1~ X7y - XT;, +n*T,, admet une infinité de racines (tout € [-1,1]),donc R = 0. |

IBiJan 1 Ty vérifie Ia relation différentielle : n27;, — XTh4- {1~ Xz)T;';' = [)I




i%Ylecasdeg P < 1 correspond & P constan

5-) #Piste de recherche. ..

Le principe est fe suivant :

(a) On éerit chague polyndme : Ty, T, et T sous forme do somine..

(b} On addition ceux-ci en gssocinnt bien ensembly tous les termes associés & X* (pour tout k)
fe} On identifie avec ic polynéme nui : cela donne une relation de Moturrence sur fes ay,

{d) On essuyc do résoudre cetie relation de récurrence.

et o'un usage trés frdquent avec les équations différentialles, en particulier lorsqu’oi: recherche des solations

de ces dquations sous forme de série cntitre (Le. f(z)
année. L'intérét de cetie qnestion est donc de s’entrainer pour ce calcud. ..

= 3012 ans ) comme on le fait souvent en seconda

On écrit T, = 2;X*, Bien quelle semble infinie, cette somme est bien finie, puisque ponr
q

kel
k> degTh =n, ap =0,

On & alors T}, = E kap X¥ i done XT), = Y kapX*
ken P

2 Remarques !

Notons gue celle somme pourrail commencer @ 1, car le premier ferme corvespondent & k= O est nul :

" ¢'est O X ag.

Mais pour faciliter s additions qui vant suivre, on a intérét & avoir les méme valeurs d'indice de somme

(cola €vite Vétude de cas partivuliers pléthoriques)

On a de méme T =3 _ k(k — 1)a X*2. Done X*T) = > kik = Dug X*,
kel kel

on a intérdt & noter 177 = Z(h +2(h+ Vap X (h=k—2 et somme de k=2 4..)

heN
QOn a done

P = XTL+ (1 - X =T, — XT0 + T - X3 =0
3 (nay — kg 4 (R +2)(k + Dagez — k(b — Dag ) X =0
keN
On peut identifler :

YikeN, n’ay—kapt{(k+2){k+1)erse—k{k—1)ay = (P ~k~k*+E)ar+(R+2)(E+Dapss = 0

(k+1)(k+z) (k+ 13k +2)
YheNk<n [+7% R (18} _(."(: n)(k+n) Qfet 3

(On prend k < n, pour que le dénominateur soit non nul Et que g > 0,81 k > n car

deg(Ty,) = n).

ik —1)

Onadonc(avech=k—2):Vhén,ah_'z:mah

— —_ _ .} —
Onadoncenposanth = n—2p:a, g, 9 = o~ 3p)n — 2p — 1) (n~2p)(n —2p 1)

(-2p-2@n-2-2 """ g+ 1)x
Puis, en multipliant cette relation (pour p de 0 & P — 1 € §) on obtient

P-1 P-1
= - (n—2p){n - 2p 1)
Gn—2@n—i-. . 0n 2P 420n-2P = Pl:_[] Gn—gp—2 = E ((__4)(? T 1)(:'1 — [1)+ 1)) Cn—2p
n! 1 1{n-P-1) P
ICER I  CE Vit e
n NP
g 1 Lot

Et donc comme ap, = 2°~* of en simplifiant par an_z@q_g. .. 2y _2p4.3, OO obtient :

_gP- N-—F

VP

[N =

P@r@e Q B e e

t-5i on remplace dans la relation (),

(X2 - 1)@? doit étre constant, donc Q CetP=1ouP=-1._

2°) Si (P Q) est un évemuel couple solutnon ona:

2degp,_ deg(1l+ (X% - 1)Q?) = deg((X2 ~ 1)@2) =2+2degQ ~
(car @ n’est pas le polyndme ml et (X% —1)Q? n’est pas un polyndme constam)

Dol : degQ deg P —1,eton

Q sont égaux ou opposés.

peut noter que les coefficients dominants de P et -

)

=)




3"} Soit toujours (P, Q) un couple solution, en dérivant (=) : : ‘ / [{
. 2PP =2XQ? +2(X? - HQQ, = 20(XQ— (X?-1)Q")
donc Q divise PP, _
D’atre part, iarelatmn (*) écritesous Iaforme : P.P—[(X?—1)Q].Q = 1 montre, |
d’apies le théoreme de Bézout que P et () sont premiers entre eux.
Ainsi, d’aprés le théoréme de Gaussy @ divise P’ '+ Or ces deux polynémes ont le :
méime degrﬁg:ﬂonc P =\ Q;avec A € R*, Enfin: :
P=g,X P-—naX"*l-i— L@ =ta X b = A= :l:n,f
4°) Larelation PP = (X? — 1)QQ' + X Q? devient aloss, en remplagam P! par
inQ et en s1mphﬁant par Q) :
= (X* ~1}(FEnQ') + X (+nQ) = (X2 -1)pP" +XP’ (1)
Soit, en substituant & X le nombre cos §, pour # € R : ‘ ;
e, 1Yo lenlE®)r o
n?P(cos§) = —sin® §.P" (cos 0) + cos §.P'(cos8) , (e A (o) %[9)
Ceqmdomne enposantf(ﬁ) P(cos®) : V6 € R, n? f(0) =~ ”(9) | BEC. =t fm _.-A).«, gi{ i
Les solutions de cette équation diffétentielle linéaite sont les fonctions dl.e la forme : EC e Lo c\;ﬁ" ' '\) 1
f(6) = Xcos(n8) + psin(nb), A\, u € R «fuwwﬁ»f"”" 1§ @-L{: Qe %/F g & {/Aws{(ti
: wleul
Or nous ne recherchons que les solutions qui sont des polynbines en cos 8 ¢ On; -
donc, a priori,\ guelcongue et 4 = 0 (f — sin{nf) ne peut s’exprimer cCommig,
polyndme en cos 8, puisque tout polyndme en cos § est évidemment une foncti
paire et que sin est une fonction impaire). :
Bikan : si (P, Q) est un coupie solution tel quedeg P =n > 1, aloss P est de'k:

gormeATetQ P =+a-dry = v, Fow de o gtrfum(xl&aﬁ*@(
WA G

En remplacant dans (*) le couple (P,Q) = (AT, +)U,) est sclution si el
senlement si ;

/\2(‘1’2 +(1- Xz)U,ff) =1
Ceg g dompe, d’apr3s 15): A2 = 1.
En conclusion, il existe quatre solutions au probléme :
(Tm Uﬂ) (_Tm U, ) (""Tn: Un) (_Tm —Un)
Variante : une fois obienue ]l’equamon différentielle (1), on peut recherch

directement les solutions de (1) poiynowaies pour se rendre compte qu’ell
sont pﬂ)pomomneﬂes a1y, puis conci“ure comme dans le bﬂ:m précédent . .

£ n, vaut % si

OGN :
V-2

déjis faire si vous avez vu le calcul
it scalairve défini sur 'ensemble

1—-2zt+12 noe

@@mmemﬁ@zms _ '” . Ei 2
A On a.défini le n "¢ polyndine de Tchébychev de premiére espéce par g ] T 1‘%%,
,  Tyfcost) = cos(nﬂ) : . 8 g i\; :_gi I
on peut aussi le deﬁmr par T, (ch6) = ch(’nﬁ) T T l‘l .§ ¥ &) % }:3? - % E l’
B. Quand vous aurez vy les espaces vectoriels de dimension finie : 11 % §., Sy %é @i % \'; i
(To, . . -, Ip) est une base de R,,[X) appelée base des pelynémes de Tchébychev. % z % ‘% S 3 S % 8!

- Eneffet, (Tv, ..., Tn) est libre car formée de polyndmes de degrés tous diffévenss | & 3-'._?“ -8 B = g =) '
et comme elle posséde n + 1 éléments, elle est une base de Ry [X). gg §- L :"_lsl? g “1‘ ';i
C. Les racines de T,, soni plus denses vers les’ extremisés de [—1,1] gue vers 0. Ce l; 8 % % _ g g %’ r
sont les points dits de Tchébychey d’ordre n. 2 > 3 ! %’f §
A titre d’exercice, on peut construire sur [—1,1] les polyndmes d'interpolation | g § g § % £
de Lagrange de la fonction g(t) = 5 —itz en prenant d’une part pour support } § 3 S E §; § '
d’interpolation {~1,—1/2,0,1/2, 1} et d’autre part les racines du polyndme de 5 § B g o E %
Tchebycheffd ’ ordre 5. On verra que I’ approximation par Tchébichev est meilleure. ‘i 3 § = ‘1; % ‘§ [
D. Pour tout t réel et tout x réel tel que |x| € 1, 0n démonire (ce sera faisable pour ?: % =3 ~§° \ % ‘%;
vous Pannde prochaine) gue —L—Tt  — lim Z t*Te(z). w8 E B 8 r



