PARTIE 1.

1°) a) i) On connait le développement limité de sin en 0 :
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ce qui permet d’écrire :

un

[_'.rr

I | 1
sint 0 t 11 LB B L
( mt e ol )} car:Lzl—H-i'ﬂz"'o(“z)
i 2 g £ t42 : 14+u o
1 e t 5
azﬁ*m‘a+wm+“ﬂ)
| »
= e EA R
5176 360 7O
On en déduit done :
1 1 t T
rt:_—_:——__ t‘l-
U= m . ey O

ii) La fonction ¢ est continue et dérivable sur [—Z, %] \ {0} par quotient et somme de
fonctions qui le sont. De plus : !.'lﬂ'é iw(t) = 0 = (0), donc  est continue en 0. Enfin, puisque ¢ admet
—

développement limité a l'ordre 1 en 0, ¢ est dérivable en 0 :

¢ est continue et dérivable sur [—%, Z] et : ¢’(0)
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b) La fonction ¢ est de classe ¢! sur [—3, 3] \ {0} par quotient et somme de fonctions qui le
sont. De plus, ¢ admet un développement limité & 'ordre 1 en 0, donc p est de classe ¢lenl:

¢ est de classe ¢ sur [—Z, Z].

c) Par définition, on a donc : Vt € [—Z, Z], ¥(t) = 1 — typ(t). Puisque ¢ est de classe €' sur

"
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vie [-2, 2], W) =—plt) -t (1),

2

donec :

], il en est de méme de 3 par produit et somme. Enfin, on peut écrire :

1 est de classe € sur [—-Z, %] et : ¢/(0) = —¢'(0)




2°)Les fonctions g et sin étant de classe €*, on peut effectuer une intégration par parties :

/a " o0) sin(xt) it = {g(t) . Coi(”)r _ / b g’(t)%sw) dat

— ale)o00) <o O)eoO0) , L 1* ) sy

Or, en notant M = sup \g | = m[a>§]}g ’ (puisque g est continue sur le segment [a,b]) et en
t€[a,b] tela
utilisant I'inégalité triangulaire :

|9(a) cos(Aa) — g(b) cos(Ab)| < |g(a)| |cos(Aa)| + |g(b)] |cos(Ab)| < 2M.

De méme, en notant M’ = rn[a>1§]|g | (puisque g est € sur [a,b], ¢’ y est continue) :
tela

b b b
/g'(t)cos()\t)dt </ ’g'(t)Hcos()\t)‘dtg/ M'dt = M'(b— a).

Il s’ensuit que :

b l

. 2M + M'(b—a)

POl S
/a g(t) sin(At) dt| < \ Ao 0,
donc :
b
lim g(t) sin(At) dt = 0. (1)
A—+oo [,

3°) a) 1i)Soit n € N* et t €]0,x[. Alors :

Zcos(th) ZRe( 2R = Re (Z 2t ) >

en reconnaissant une somme
géométrique de raison e*t # 1
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en utilisant I’« angle moitié »

= Re < e~ it ezt
_ Re< i(nt1ye —20 sm(nt)>
—2isint
_ cos ((n + 1)t) sin(nt)
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et donc :
sin ((2n + 1)t

ii) Pourt =0et t =m, on a: Vk € N, cos(2kt) = 1 donc :

[¥n €N, 8,(0) = Su(m) =1+ 2n.|

2 1)t
b) D’apres 1.3°)a) on a : PH(I) Sp(t) = }in(l) @n+ 1)t =2n+1 = 5,(0) donc S, est continue
— —

en 0. De méme, en posant t =7 — u :
sin((2n+1)(r —u))  sin(m— (2n+1u)  sin((2n+ 1)u)

Sl —w) = 22U _ snlm _ sin{(2 oy,
sin(m — u) sin(m — w) sinu u—0
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donc S, est continue en 1. Ainsi 'intégrale J,, est bien définie et on peut écrire :

/2 /2 n
Jn :/ S, (t) dt :/ <1 + QZcos(th)> dt
0 0

k=1
w/2 n /2 n (2%t /2
:/ dt+2Z(/ Cos(2kt)dt>72r+2 [Sm;k) ,
0 k=1 0 k=1 0
donc :
Jn_// sm((Zn—i—l))dt:I
0 sint 2
PARTIE 1II.

1°) a) Puisque ¢ est de classe € sur [0, F], alors d’apreés 1.2°) :

/2
lim o(t) sin ((2n + 1)t) dt = 0.

n—-+oo 0

sin ((2n + 1)t sin ((2n + 1)t
b) Comme précédemment : }ir% M = 2n+1, donc la fonction ¢t — M
t—>

est prolongeable par continuité en 0. Donc l'intégrale I,, est bien définie. On peut donc écrire :

I, = /Oﬂ/2 sin ((2n + 1)t) (<p( t) + L) dt

sint
™/2 sin ((2n+ 1)t)

/2
:/0 o(t)sin ((2n + 1)t )dt—|—/0 pr— dt.

Or, dans cette derniére somme, le premier terme tend vers 0 d’apres I11.3°)b), et le second terme
n’est autre que .J, = 5 d’apres I1.1°)a), donc :

sint sint
2°) a) i) La fonction f : ¢ — - est définie et continue sur R*. De plus, on sait que IIH(I) = =1

donc

’ f se prolonge par continuité en une fonction continue sur R. ‘

ii) On effectue le changement de variable : t = (2n 4 1)u, ce qui donne :

T @ntD3 gin /2 sin ((2n + 1)u
F((2n+1)§) /0 ttdt /O W((2n+1)du),

d’ou :

F(@n+ 1)%) = 1I,.

b) i) La suite (up)nen = ((2n + 1)%) est strictement croissante, de premier terme
nelN

up = 5 et de limite +-00. On en déduit que la famille d’intervalles ([un, un_H[) est une partition
neN

de [%;I—oo[ et donc :

il existe un unique entier n € IN tel que : (2n + l)g x < (2n+ 3)%
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ii) Avec le changement de variable u =t — (2n +1)5, on a :

/x sint sint o _ /z“(l’) sin (u + (2n + 1)%)
@ 0

'LL,
donc :
/r Sintdt </9604(«"'0) |sin (u+(2n+172g)| ug/x o@ gy < ™ __ 2 ’
a(z) t 0 lu+ (2n+1)%| 0 2n+1)5 " 2n+1)5T  2n+1
et donc :
lim smt gy — o,
T— 400 a(x) t

c) Soit x € Ry. Alors :

a(z) t z t
Fla) = / % dt + / % dt
o o(x) > daprés I1.2°)a)is)
sint
=1, + / v dt.

(@)
Or, lorsque z tend vers +oo, n tend aussi vers +oo donc, d’apres I1.2)°b) et I1.2°)b)ii) :

lim F(z)= E.

x—+00 2

3°) a) Soient (7,y) € R? tels que : 0 < < y. Alors, a 'aide d'une intégration par parties :

/ smt —ctostr_/y( cost)(—tl) gt — (cosx cosy costdt
x

T T
Donc :
Ysint cosT cosy var 1 1 17Y
7dt 2\7+*+ I 5
y z t Y tl,
soit :

sint 2

/id <2

z 0 T

b) Toujours avec 0 < z < y, on a :

|F( ()] = ydt / Lntcht

Donc, en faisant tendre y vers 4+oco, on obtient :

t
/ sin dat

<

8o

Ya >0, ’g—F(J?)

PARTIE II1.

1°) a) Pour tout n € IN*, les fonctions considérées étant de classe € sur R, on peut effectuer

deux intégrations par parties :

T B sin(nt)]”™ " sin(nt)
/O (at + Bt?) cos(nt) dt = {(atﬂ-ﬁﬁ)}o —/O (+2Bt)—— dt

n

—0— [(a +28t) %;”ﬂ /0 98 — ) COS(”“ dt
0

(o + Qﬁﬂr)b(;l)n . % {sin(nt)};r

(a+28m)(-1)" —a
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On en déduit que :

Vn € N7, / (at + Bt*) cos(nt) dt = — < (az—let 5:i)_
0 s

b) On en déduit donc que :

/O (7t+% S, 3 dt/o t+— dt+2§ / t+— cos(kt) dt
12 t3} "1
p— —_— — —_— 2 —
{ 2+67r 0+ ZkQ
k=1
"1

:_7+7+22k2:_7 QZE’

k=1
"1 ™ t2) <t) 2
2y T —t+ — = =

c) La fonction h est de classe ¢! sur |0, 7]. De plus :

et donc :

—1
h(t) m:() a - _2’
2
donc f est prolongeable par continuité en 0 et posant : h(0) = —2. Plus précisément :
1 1 2 1 2 ( t? 9 ) 2t
— = = =1+ 5 +o(t) —+—+o(t)
s1n%o%,%(%)3+o(ts)ot 1—- L2 +o(t2) ot 24 12
donc :
h(t) = <2+ +())(t+t2> 2+t+(t)
. ot — = — — (€]
0 12 21 I ’
Ainsi, puisque h admet un développement limité d’ordre 1 en 0
h se prolonge en une fonction de classe ¢! sur [0, 7] avec : h(0) = —2 et h/(0) = 1.

2°) a) D’apres II1.1°)b), on a :

2 e
Vn € IN*, 2un:%+/ ( t+—)S< dt = —+/f sm <;)dt
0

donc, avec le changement de variable t = 2u :

2 2

/2 w/2
Vn e N*, 2u, = 3 + 2/ h(2u) sinu Sy, (uv) du = 3 + 2/ h(2u) sin ((2n + 1)u) du.
0 0

Or, d’apres (1), cette derniere intégrale tend vers 0 lorsque n tend vers +oo, donc :

+o0 2
1 T
1 .t n)n * : e
a suite (u,)pen+ converge vers nE:1 e R
b) Pour tout n € N, on a :
n 2n-+1 n 2n-+1 n
1 1 1 1 1 1 1
=2 DRI D DR il DIl L L
prt (2k +1) k Pt (2k) prt k 4 Pt k 4
Donc, d’apres I11.2°)a) :
oo 2 2
1 3
la suite (v )nen converge vers : 321 s 1)e =7 % = %
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