


2°)Les fonctions g et sin étant de classe C 1, on peut effectuer une intégration par parties :∫ b

a

g(t) sin(λt) dt =

ï
g(t) · − cos(λt)

λ

òb
a

−
∫ b

a

g′(t)
− cos(λt)

λ
dt

=
g(a) cos(λa)− g(b) cos(λb)

λ
+

1

λ

∫ b

a

g′(t) cos(λt) dt.

Or, en notant M = sup
t∈[a,b]

∣∣g(t)∣∣ = max
t∈[a,b]

∣∣g(t)∣∣ (puisque g est continue sur le segment [a, b]) et en

utilisant l’inégalité triangulaire :∣∣g(a) cos(λa)− g(b) cos(λb)
∣∣ 6 ∣∣g(a)∣∣ ∣∣cos(λa)∣∣+ ∣∣g(b)∣∣ ∣∣cos(λb)∣∣ 6 2M.

De même, en notant M ′ = max
t∈[a,b]

∣∣g′(t)∣∣ (puisque g est C 1 sur [a, b], g′ y est continue) :

∣∣∣∣∣
∫ b

a

g′(t) cos(λt) dt

∣∣∣∣∣ 6
∫ b

a

∣∣g′(t)∣∣ ∣∣cos(λt)∣∣dt 6 ∫ b

a

M ′ dt =M ′(b− a).

Il s’ensuit que : ∣∣∣∣∣
∫ b

a

g(t) sin(λt) dt

∣∣∣∣∣ 6 2M +M ′(b− a)

λ
−→

λ→+∞
0,

donc :

lim
λ→+∞

∫ b

a

g(t) sin(λt) dt = 0. (1)

3°) a) i) Soit n ∈ N∗ et t ∈ ]0, π[. Alors :
n∑

k=1

cos(2kt) =
n∑

k=1

Re
(
e2ikt

)
= Re

(
n∑

k=1

(
e2it

)k)

= Re

Ç
e2it ·

1−
(
e2it

)n
1− e2it

å
= Re

Å
e2it ·e

int

eit
· e

−int − eint

e−it − eit

ã
= Re

Å
ei(n+1)t ·−2i sin(nt)

−2i sin t

ã
=

cos
(
(n+ 1)t

)
sin(nt)

sin t

=
1

2
·
sin
(
(2n+ 1)t

)
− sin t

sin t

=
sin
(
(2n+ 1)t

)
2 sin t

− 1

2

en reconnaissant une somme
géométrique de raison e2it ̸= 1

en utilisant l’« angle moitié »

et donc :

∀n ∈ N∗, ∀t ∈ ]0, π[, Sn(t) =
sin
(
(2n+ 1)t

)
sin t

. (2)

ii) Pour t = 0 et t = π, on a : ∀k ∈ N, cos(2kt) = 1 donc :

∀n ∈ N∗, Sn(0) = Sn(π) = 1 + 2n.

b) D’après I.3°)a) on a : lim
t→0

Sn(t) = lim
t→0

(2n+ 1)t

t
= 2n + 1 = Sn(0) donc Sn est continue

en 0. De même, en posant t = π − u :

Sn(π − u) =
sin
(
(2n+ 1)(π − u)

)
sin(π − u)

=
sin(π − (2n+ 1)u

)
sin(π − u)

=
sin
(
(2n+ 1)u

)
sinu

−→
u→0

2n+ 1,
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donc Sn est continue en 1. Ainsi l’intégrale Jn est bien définie et on peut écrire :

Jn =

∫ π/2

0

Sn(t) dt =

∫ π/2

0

(
1 + 2

n∑
k=1

cos(2kt)

)
dt

=

∫ π/2

0

dt+ 2
n∑

k=1

Ç∫ π/2

0

cos(2kt) dt

å
=
π

2
+ 2

n∑
k=1

[
sin(2kt)

2k

]π/2
0

,

donc :

Jn =

∫ π/2

0

sin
(
(2n+ 1)t

)
sin t

dt =
π

2
.

PARTIE II.

1°) a) Puisque φ est de classe C 1 sur
[
0, π2

]
, alors d’après I.2°) :

lim
n→+∞

∫ π/2

0

φ(t) sin
(
(2n+ 1)t

)
dt = 0.

b) Comme précédemment : lim
t→0

sin
(
(2n+ 1)t

)
t

= 2n+1, donc la fonction t 7→
sin
(
(2n+ 1)t

)
t

est prolongeable par continuité en 0. Donc l’intégrale In est bien définie. On peut donc écrire :

In =

∫ π/2

0

sin
(
(2n+ 1)t

)Å
φ(t) +

1

sin t

ã
dt

=

∫ π/2

0

φ(t) sin
(
(2n+ 1)t

)
dt+

∫ π/2

0

sin
(
(2n+ 1)t

)
sin t

dt.

Or, dans cette dernière somme, le premier terme tend vers 0 d’après II.3°)b), et le second terme
n’est autre que Jn = π

2 d’après II.1°)a), donc :

lim
n→+∞

In =
π

2
.

2°) a) i) La fonction f : t 7→ sin t

t
est définie et continue sur R∗. De plus, on sait que lim

t→0

sin t

t
= 1

donc

f se prolonge par continuité en une fonction continue sur R.

ii) On effectue le changement de variable : t = (2n+ 1)u, ce qui donne :

F
(
(2n+ 1)

π

2

)
=

∫ (2n+1)π
2

0

sin t

t
dt =

∫ π/2

0

sin
(
(2n+ 1)u

)
(2n+ 1)u

(
(2n+ 1) du

)
,

d’où :

F
(
(2n+ 1)

π

2

)
= In.

b) i) La suite (un)n∈N =
(
(2n + 1)π2

)
n∈N

est strictement croissante, de premier terme

u0 = π
2 et de limite +∞. On en déduit que la famille d’intervalles

(
[un, un+1[

)
n∈N

est une partition
de
[
π
2 ,+∞

[
et donc :

il existe un unique entier n ∈ N tel que : (2n+ 1)
π

2
6 x < (2n+ 3)

π

2
.
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ii) Avec le changement de variable u = t− (2n+ 1)π2 , on a :∫ x

α(x)

sin t

t
dt =

∫ x−α(x)

0

sin
(
u+ (2n+ 1)π2

)
u+ (2n+ 1)π2

du,

donc :∣∣∣∣∣
∫ x

α(x)

sin t

t
dt

∣∣∣∣∣ 6
∫ x−α(x)

0

∣∣sin (u+ (2n+ 1)π2
)∣∣

|u+ (2n+ 1)π2 |
du 6

∫ x−α(x)

0

du

(2n+ 1)π2
6 π

(2n+ 1)π2
=

2

2n+ 1
,

et donc :

lim
x→+∞

∫ x

α(x)

sin t

t
dt = 0.

c) Soit x ∈ R+. Alors :

F (x) =

∫ α(x)

0

sin t

t
dt+

∫ x

α(x)

sin t

t
dt

= In +

∫ x

α(x)

sin t

t
dt.

d’après II.2°)a)ii)

Or, lorsque x tend vers +∞, n tend aussi vers +∞ donc, d’après II.2)°b) et II.2°)b)ii) :

lim
x→+∞

F (x) =
π

2
.

3°) a) Soient (x, y) ∈ R2 tels que : 0 < x < y. Alors, à l’aide d’une intégration par parties :∫ y

x

sin t

t
dt =

ï− cos t

t

òy
x

−
∫ y

x

(− cos t)

Å
− 1

t2

ã
dt =

Å
cosx

x
− cos y

y

ã
−
∫ y

x

cos t

t2
dt.

Donc : ∣∣∣∣∣
∫ y

x

sin t

t
dt

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣cosxx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣cos yy
∣∣∣∣+ ∫ y

x

dt

t2
6 1

x
+

1

y
+

ï
− 1

t

òy
x

,

soit : ∣∣∣∣∣
∫ y

x

sin t

t
dt

∣∣∣∣∣ 6 2

x
.

b) Toujours avec 0 < x < y, on a :∣∣F (y)− F (x)
∣∣ = ∣∣∣∣∣

∫ y

0

sin t

t
dt−

∫ x

0

sin t

t
dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ y

x

sin t

t
dt

∣∣∣∣∣ 6 2

x
.

Donc, en faisant tendre y vers +∞, on obtient :

∀x > 0,

∣∣∣∣π2 − F (x)

∣∣∣∣ 6 2

x
.

PARTIE III.

1°) a) Pour tout n ∈ N∗, les fonctions considérées étant de classe C∞ sur R, on peut effectuer
deux intégrations par parties :∫ π

0

(αt+ βt2) cos(nt) dt =

ï
(αt+ βt2)

sin(nt)

n

òπ
0

−
∫ π

0

(α+ 2βt)
sin(nt)

t
dt

= 0−
ï
(α+ 2βt)

− cos(nt)

n2

òπ
0

+

∫ π

0

2β
− cos(nt)

n2
dt

=
(α+ 2βπ)(−1)n − α

n2
− 2β

n3

[
sin(nt)

]π
0

=
(α+ 2βπ)(−1)n − α

n2
.
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On en déduit que :

∀n ∈ N∗,

∫ π

0

(αt+ βt2) cos(nt) dt =
1

n2
⇔
Å
α = −1 et β =

1

2π

ã
.

b) On en déduit donc que :∫ π

0

Å
−t+ t2

2π

ã
Sn

Å
t

2

ã
dt =

∫ π

0

Å
−t+ t2

2π

ã
dt+ 2

n∑
k=1

∫ π

0

Å
−t+ t2

2π

ã
cos(kt) dt

=

ï
− t2

2
+
t3

6π

òπ
0

+ 2
n∑

k=1

1

k2

= −π
2

2
+
π3

6π
+ 2

n∑
k=1

1

k2
= −π

2

3
+ 2

n∑
k=1

1

k2
,

et donc :

2
n∑

k=1

1

k2
−
∫ π

0

Å
−t+ t2

2π

ã
Sn

Å
t

2

ã
dt =

π2

3
.

c) La fonction h est de classe C 1 sur ]0, π]. De plus :

h(t) ∼
x→0

−t
t
2

= −2,

donc f est prolongeable par continuité en 0 et posant : h(0) = −2. Plus précisément :

1

sin t
2

=
0

1
t
2 − 1

3!

(
t
2

)3
+ o(t3)

=
0

2

t
· 1

1− t2

24 + o(t2)
=
0

2

t

Å
1 +

t2

24
+ o(t2)

ã
=

2

t
+

t

12
+ o(t),

donc :
h(t) =

0

Å
2

t
+

t

12
+ o(t)

ãÅ
−t+ t2

2π

ã
=
0
−2 +

t

π
+ o(t),

Ainsi, puisque h admet un développement limité d’ordre 1 en 0

h se prolonge en une fonction de classe C 1 sur [0, π] avec : h(0) = −2 et h′(0) = 1
π .

2°) a) D’après III.1°)b), on a :

∀n ∈ N∗, 2un =
π2

3
+

∫ π

0

Å
−t+ t2

2π

ã
Sn

Å
t

2

ã
dt =

π2

3
+

∫ π

0

f(t) sin

Å
t

2

ã
Sn

Å
t

2

ã
dt

donc, avec le changement de variable t = 2u :

∀n ∈ N∗, 2un =
π2

3
+ 2

∫ π/2

0

h(2u) sinuSn(u) du =
π2

3
+ 2

∫ π/2

0

h(2u) sin
(
(2n+ 1)u

)
du.

Or, d’après (1), cette dernière intégrale tend vers 0 lorsque n tend vers +∞, donc :

la suite (un)n∈N∗ converge vers :
+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

b) Pour tout n ∈ N, on a :

vn =
n∑

k=1

1

(2k + 1)2
=

2n+1∑
k=1

1

k2
−

n∑
k=1

1

(2k)2
=

2n+1∑
k=1

1

k2
− 1

4

n∑
k=1

1

k2
= u2n+1 −

1

4
un.

Donc, d’après III.2°)a) :

la suite (vn)n∈N converge vers :
+∞∑
n=1

1

(2n+ 1)2
=

3

4
· π

2

6
=
π2

8
.
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