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I, Btude &’intégrales of de suiles

Soient k € N* et x € R. La fonciion £+

T est continue sur {0,x] si x > 0 ef sur Ix,0] si x < 0. Done [ (x) existe.
c

1 . Soit x € R. En posant 1 = e® ef done t = lau puis dt=%lf, on obtient im,&c&uﬂ L\J:e\' e /Yﬁ.h‘u,mth Ger i

Aot Aeer (0,2}
* * 2 <2 a1 o T
I]{X) —‘L E d.t-——JO W d.t-——J-; u_l_-l? —ZJ] m:‘z- d’{i—Z[nAI'Cta;ﬂ[e ]—Z].
1

¥x € R, I1(x} =2 Arctan(e*) — —725 )

iw Soit xe R.

: X
Ia(x) = J th dt = [thtl§ == thx.

0 C

¥x €R, Iz(x) =thx

2 a) Solent k € N* et x € R. Les fonctions t— shiett— »-];J;ﬁ«-{ sont de classe Clsur [0,x]six > 0 et sur [x, 0 si

x < 0. Ou peut donc effectuner une intégration par parties qui fournit :

x g ® 1 1 7% * . —{k+T)sht
1 =J dt=J chto———— dt = [sht.—} —J ght T SRR g,
A o T Tty o SR

5 * sh?t shx *ehft—1
= —0 k+1} —=—dt = stk +1 — di
ch* 1 x et JL ch®*2¢ ch® 1y +let )J. ch*+2 ¢

0
shx * *
=———+{k+1 J ——*dth hﬁ.—wd’t)
ch* 1y ( ) ( o ch®t o ch¥t% ¢

Par suite,

shx
(k-+ 1}11(_.;_2. = m =+ kly.

On a montré que

: k ] shx
* T —
Ve N VYx e R, Ik+2_k+TIk_L’ e ey
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L} a} Soient k € N* et x € R. En posant u = —t, on obtient (‘mﬁaw b=t 20t "ok Y’airc'{faz;ﬂm&f S IR

—X “ r4d ‘E x ‘l
Te(—x) = dt=J. — 1 (—au =—J — dw=—T(x).
k(=) L ch*t o ch*(—u) (—du) o chfu k()

Donc,

Yk € N*, Kk est impaire. I

L’B_Ch.wt@pw:ﬁ&wewﬁ& x‘\—@&@‘j—@&q\mg’um&_ﬂomo

Soit k & N*. Puisque la fonction ch est continue sur R et ne s’annule pas sur R, la fonction t — e est définie et
<
continue sur R, On en déduit que la fonction Iy est définie et dérivable sur R ot en particulier est continue sur R, 24
Ve caossd Auee S Amae W&m Crnioses, Al 1 -
¢} Soit % € K*. La fonction t —— est de classe C*° sur R en tant gu'inverse d'une fonction de classe C°° et ne

ch™t
s*annulant pas sur R, On en déduit que la fonetion Iy est de classe C° sur R

<. Soit k € N*. Pour tout réel x, on a

et enfin

z (k4 1)shx eh?x— (k+1)sh?x
IJ” X} = _k (Chx + h. —1—) = “'k
i ) ch*+ ch**tx ch**2x

rﬂq : Soit k € N*. La fonction Iy est de classe C™ sur R ef en particulier admet un développement limité d’ordre 3 en 0
fourni par la formule de TAYLOR-YOUNG.

L) = 5(0) + B0y + 02 4 B0 sy o3

x-—0 2 6
= 0+]x+0xz+i<x3+o(x3] = x—]—<x3+o(x3]
o ) : & x—0 6 )

K=

Telx) = x—-gxs—i-o(xs’).

1

ch*x

6’ . Soit k € N*. Pour tout réel x, I (x) = > (0. Donc la fonction Iy est strictement croissante sur R.

:p" . a} Soit k € N*. La fonction I est strictement eroissante sur R et en particulier, pour tout entier naturel n, on a

Unst = L(n+1} > Le{n) = un.

La suite (1, ) est strictement croissante. §

5
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1 2 2
D) Soit t un réel positif. Puisque 7 > 0, = = ———— < — = 27",
) .} 4 . “cht  ert4et T et :}(/g’
Soit alors k € N* et n € N. Par croissance de 'intégrale, on a

Y R Ky < 25
1 = —_— t < (2e™ =2 - == T — TRy
r{nj L (c.ht) dt < J.ot e )¢ dt L e dt k( gy L k

. 2k
vie N*n € N, Tuln) < -

2k
La suite (1, ) est ainsi croissante et majorée (par A{:}. On en déduit que la suite {1y ] converge.

8. a) Soit k € MN". La fonction Iy est croissante sur R. Pour tout réel positif x on a alors

Zk
Lele) < Le(B(x) +1) = .

. . . ; ’ 2k . .
Ainsi, la fonction Iy est croissante sur BT et majorée (par ?). La fonction Iy 2 donc une limite réelle en 400 oun

encore Ji existe dans B.

; o ctan (e — Y = et Ty = K Ve i -
b) 1= th}lco Hix)= XE}EM(ZAICMn{e ) 2) =3 el ]z _xl—]j-ir-]oc& I2(x] x-l-ﬁloo(th x} = L

7T

I1=Zet}2:1.

¢) Soit k & N*,

. . ) k 1 shx _k
Jesz = lim Leypalx) = xg{fm (mIk(X) -+ D x-) “ R Ties

K OO
shx erj2
x| (&2

(car

Détailions davantage cette récurrence. Pour les enticrs impairs, clle s'éerit

" 2p—1
Vp ENY, Japr = 75 Jap—1-
Donc pour tout entier naturel non nul p, on a
_2p—12p—-32p—>5 1} (292 —-1)(2p-2)(2p—3)... 20 _ {2p)! =w
Jopir = p 2p—22p—4 27T T (2p)(2p—2)....0220.200)F "2 (2ppi)22

ce qui reste vrai quand p =0,

De méme, pour les entiers pairs, la récurrence s'écrit

p—2
¥p > 2, Jap = 2—“-2_ “Jap-2-

Donc pour tout entier naturel p supérieur ou égal & 2. on a

(2 p =12

Jp = 2p—-12p—3 "'312 T @2p-N(Zp-2{2p-3)...32°  (2p-—1)

C2p—22p—4 2. ((2p—2(2p—4)...42)

)

ce qui reste vrai guand p = 1.
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