Chapitre 28 : Déterminant

Introduction

Le déterminant fut initialement introduit en algébre, pour déterminer si un systéme d’équations linéaires compor-
tant autant d’équations que d’inconnues admettait une unique solution. Il s’est révélé étre un outil trés puissant dans
de nombreux domaines (étude du déterminant d’un endomorphisme et recherche de ses valeurs propres, définition
du déterminant de certaines familles de vecteurs, déterminant d’une matrice carrée). Comme pour de nombreuses
opérations, le déterminant peut étre défini par une collection de propriétés qu’on résume par le terme ’forme n-
linéaire alternée’. Cette définition permet d’en faire une étude théorique compléte et d’élargir encore ses champs
d’applications. Mais le déterminant peut aussi se concevoir comme une généralisation & ’espace de dimension n de
la notion de surface ou de volume orientés. Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C et n > 2.

1 Déterminant de deux vecteurs dans une base d’un espace vectoriel de
dimension 2

Définition 1 (Forme bilinéaire).

Soient E un K-espace vectoriel et ¢ : E x E — K. On dit que ¢ est une forme bilinéaire sur E lorsque

1. ¢ est linéaire a gauche, c’est-a-dire par rapport d sa premiére variable :
(V{,C, x1,To € E) (V)\l, Ao € K) © ()\11}1 + Ao, .T) = )\1@ (1717 .%') + /\2(,0 (&CQ, ac)
2. et ¢ est linéaire a droite, c’est-a-dire par rapport & sa deuxiéme variable :

(Va,z1,22 € E) (VA1 A2 € K) @ (2, \iz1 + Aoxz) = Ao (2, 21) + Aoy (2, 22)

» Exemples :
1. Soit ¢ : R xR* 5 R, ((x1,91), (22,92)) — 5172 — 3y192. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire sur R2.

2. Dans le plan euclidien, le produit scalaire et le déterminant sont deux formes bilinéaires. Dans 1’espace
euclidien, le produit scalaire est une forme bilinéaire, le produit vectoriel est une application bilinéaire.

1
3. Soit ¢ : C°([0,1],R) x C°([0,1],R) — R, (u,v) > / u(t)v(t)dt est une forme bilinéaire sur C°([0, 1], R).
0

‘ On note L, (E,K) ’ensemble des formes bilinéaires sur E.

L’ensemble Lo (E,K) est un sous-espace vectoriel de F (E%K).
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Soit p une forme bilinéaire sur F.
Soit B = (e1,€e2,- - ,e,) une base de E.

1. Vl‘l,,’L‘Q S E, gD(:El,OE) = (p(OE,Qig) =0p

n n
2. Siz ety sont deux vecteurs de E tels que x = Z xrie; ety = Zyiei alors
i=1 1=1

n n n n
¥ ineiazyjej = sziijO(eiaej)
i=1 j=1

i=1 j=1

Définition 2 (Forme bilinéaire alternée).

Soit ¢ : E?> — K une forme bilinéaire.
On dit que ¢ est alternée lorsque Vo € E ¢ (x,x) = 0.

Définition 3 (Forme bilinéaire antisymétrique).

Soit ¢ : E*> — K une forme bilinéaire.
On dit que ¢ est antisymétrique lorsque Vz,y € E ¢ (z,y) = —¢ (y,x).

Soit v une forme bilinéaire sur E. ¢ est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

» Exemple : Le déterminant est une forme bilinéaire alternée dans le plan. Le produit scalaire n’est pas une forme
bilinéaire alternée.

Soit (u,v) une famille liée de E, et ¢ une forme bilinéaire alternée sur E. ¢ (u,v) = 0.

’ On note Ajs (F,K) 'ensemble des formes bilinéaires alternées sur E. ‘

Soient E un K-espace vectoriel de dimension 2 rapporté a une base B = (e, es), ¢ une forme bilinéaire alternée
sur B et x = x1e1 + 2069 et y = y1eq1 + yoeo deux vecteurs de E. Alors

@ (z,y) = (z1y2 — T2y1) @ (€1, €2)
On en déduit que

1. il existe une unique forme bilinéaire alternée po sur E telle que @o(e1,ez) =1,
2. toute forme bilinéaire alternée sur E est proportionnelle a ¢,

3. As (E,K) est un sous-espace vectoriel de Lo (E,K) de dimension 1.

Définition 4 (Déterminant de deux vecteurs en dimension 2).

Soit E un Kespace vectoriel de dimension 2 rapporté ¢ une base B = (ey, e3).

L’unique forme bilinéaire alternée po sur E vérifiant pq (e1,e2) = 1 s’appelle déterminant dans la base B. On
la note detg.

Six = x1e1 + xaes et y = y1e1 + yaes sont deux vecteurs de E, on a detg (z,y) = x1y2 — T2y1.
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2 Déterminant de trois vecteurs dans une base d’un espace vectoriel de
dimension 3

Définition 5 (Forme trilinéaire).

Soient E un K-espace vectoriel et o : Ex Ex E — K. On dit que ¢ est une forme trilinéaire sur E lorsque
pour tous vecteurs u,v,w,r de E et tout A € K, on a

o(u+ Az, v,w) = p(u, v, w) + Ap(x, v, w)

o(u,v,w+ Az) = p(u, v, w) + Ap(u, v, x)

‘ On note L3 (E,K) I'ensemble des formes trilinéaires sur E. ‘

L’ensemble L3 (E,K) est un sous-espace vectoriel de F (E37 K)

Soit ¢ une forme trilinéaire sur E.
Soit B = (e1,€ea, - ,e,) une base de E.

1. Vay,29,23 € E, ¢ (x1,22,0) = ¢ (21,0,22) = ¢ (0,21,29) =0

n n n
2. Six,y et z sont trois vecteurs de E tels que x = inei, y = Zy,-ei et z = Zziei alors
i=1 i=1 i=1

n n n n n n
® E z;e;, E yies, § zrer | = E E E ziy;2kp (€i, €5, €x)
i=1 j=1 k=1

i=1 j=1 k=1

Définition 6 (Forme trilinéaire alternée).

Soit ¢ : E*> — K une forme trilinéaire.
On dit que ¢ est alternée lorsque pour tous vecteurs u,v,w de E, si deux de ces vecteurs sont égauz, alors
p(u,v,w) est nul.

Définition 7 (Forme trilinéaire antisymétrique).

Soit ¢ : E*> — K une forme trilinéaire.
On dit que @ est antisymétrique lorsque pour tout vecteur u,v,w de E :

QD(U, v, w) = —cp(u, w, ’U)

QD(’LL,’U,’LU) = 7@(1)3“5 w)
o(u,v,w) = —p(w, v, u)

(autrement dit, ¢ est changée en son opposé lorsqu’on échange deuz vecteurs)

Soit ¢ une forme trilinéaire sur E. ¢ est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

Soit (u,v,w) une famille liée de E, et p une forme trilinéaire alternée sur E. ¢ (u,v,w) = 0.
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On note Ajs (E,K) I’ensemble des formes trilinéaires alternée sur E. ‘

Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 rapporté a une base B = (e1,ea,e3), ¢ une forme trilinéaire
alternée sur E et © = x1e1 + Toea + T3e3, y = y1€1 + Y2e2 + yszes et z = z1e1 + z2e2 + z3€3 sont trois vecteurs
de E. Alors

2 (ﬂf,y, Z) = (33121223 + Y1223 + 212X2Y3 — 21Y2X3 — T1Y322 — y1x223) ¥ (617 €2, 63)

On en déduit que
1. il existe une unique forme trilinéaire alternée o sur E telle que @g(e1,ea,e3) =1,
2. toute forme trilinéaire alternée sur E est proportionnelle a v,
3. Az (E,K) est un sous-espace vectoriel de L3 (E,K) de dimension 1.

Définition 8 (Déterminant de trois vecteurs en dimension 3).

Soit E un Kespace vectoriel de dimension 3 rapporté a une base B = (e1,es,€3).
L’unique forme trilinéaire alternée o sur E vérifiant pg (e1,e2,e3) = 1 s’appelle déterminant dans la base B.
On la note dgt.

Six = x1€1 + T2e2 + T3e3, Y = y1€1 + Yoe2 + Yses et z = z1e1 + zo€2 + z3e3 sont trois vecteurs de E, on a
dgt (z,y) = (x1Y223 + Yy122%3 + 21XT2Y3 — 21Y2X3 — T1Y322 — Y12223)-
Regle de Sarrus :

x1
Soit B = (?,7,13) une base orthonormée directe de l’espace F et trois vecteurs du plan U = Y1 ,
zZ1 B
T2 T3 1 Y1 2
V=1 et W= ys Alors Dets (U, W, W) = | @2 Yo 22 | = T1yo23 + Tay122 + Taysz1 — Tayaz1 —
22 /B 23 /) B r3 Y3 %3

T1Yysz2 — xoy123 (Régle de Sarrus)

3 Groupe symétrique

3.1 Rappels

On a vu dans le chapitre 12 la définition suivante.

Définition 9 (Groupe des permutations).

Si X est un ensemble, on appelle groupe des permutations de X (ou groupe symétrique de X ) l’ensemble des
bijections de X vers X. On le note Sx. (Sx,0) est un groupe.

Cas particulier : lorsque X = {1,2,--- ,n}, avec n > 2, on note Sx = S,, et S, a n! éléments.

(Sn,o0) est un groupe. Sin > 3, S, n'est pas commutatif.

La composée de deux permutations ¢ et ¢’ se note ¢¢'.

Toute permutation ¢ peut se noter ainsi :
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Définition 10 (p-cycle - Support).

Soitp > 2 etay,---ap p éléments distincts de [[1,n]].
Soit o Vapplication définie de [[1,n]] vers [[1,n]] par :
stz e[[L,n]]\{a, - a0}, olx) =1,
siiell,p—1]], o(a;) = ai41,
. o(ap) =a.
o est une permutation de [[1,n]] notée (a1 az --- ap).
Cette permutation est appelée p-cycle ou cycle d’ordre p.
On dit que o a pour support I’ensemble a1, --- , ayp.

Le support d’un cycle d’ordre p noté o est donc I’ensemble des éléments k de [[1,n]] tels que o (k) # k.
Par exemple, (1 3 5 2) est un 4-cycle de [[1, 8]].

Définition 11 (Transposition).
” On appelle transposition un 2-cycle de S,,.

11 existe donc deux éléments i et j de [[1,n]] tels que i # j et o(i) = j et o(j) = i.
Une transposition est une involution.

» Exemple : : Déterminer Sy et Ss.
» Exemple::Sip > 2etsiiy, - i, sont des éléments de [[1, n]] distincts alors (i1, i2)(i283) - - - (ip—12p) = (G192 - - ip).
En déduire (12)(24)(46).

3.2 Décomposition d’une permutation

Soit o € S, soit x € [[1,n]]. Il existe un entier naturel non nul p tel que x,0(x), ---, oP~'(x) sont distincts
et oP(z) = x.

Définition 12 (Relation binaire).

Soit o une permutation de [[1,n]]. On définit sur [[1,n]] la relation binaire R suivante :
i1 R iy ssi IK € Z iy = 0¥ (4y).

— R est une relation d’équivalence.
— La classe d’équivalence de x pour R est U'ensemble {x,0(z), ---, oP~!(x)}. Cette classe d’équivalence
est appelée orbite de x.

— Deux cycles a supports disjoints commutent.

— Tout élément de S, autre que l'identité se décompose de maniére unique a l’ordre des facteurs prés en
un produit de cycles a supports deuz 4 deux disjoints.

— Tout élément de S,, est un produit de transpositions

. . . ... (1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Decomposerenprodultdecyclesasupportsd1$]01nts.(7 6 9138 4 10 5 2)et (1352)(2417)(58).

3.3 Signature

Théoréme 1 (Signature).

1l existe un unique morphisme de groupes de S,, dans {—1,1} envoyant toute transposition sur -1.
On appelle signature cette application. Si o est un élément de S, alors la signature de o se note €(o).
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Démonstration non exigible.
Si o =71 T2 7, (décomposition en produit de transpositions - pas d’unicité) alors e(o) = (—1)*.
P
Si o =¢1 g ¢p (décomposition en produit de cycles - unicité) alors e(o) = (—1)%. ot a = Z(pz — 1) ou p; est la
i=1
longueur du cycle c;.
12 3 45 6 7 8 9 10
76 91 3 8 4 10 5 2
On retient que pour déterminer la signature d’une permutation, on la décompose en produit de cycles disjoints.

Déterminer la signature de (1,2)(3,4)(5,6), de

4 Formes p-linéaires alternées

Définition 13 (Forme p-linéaire).

Soient E un K-espace vectoriel et ¢ : EP — K. On dit que ¢ est une forme p-linéaire sur E lorsque :
V(z1, -+ ,xp) € EP, Vi€ [[1,p]], x = o(x1, -+, Tim1, 2, Tit1,Tp) est une forme linéaire.

’ On note £, (E,K) 'ensemble des formes p-linéaires sur E.

L’ensemble L, (E,K) est un sous-espace vectoriel de F (EP, K).

Soit  une forme p-linéaire sur E.

Soit B = (e1,e9,- -+ ,ey,) une base de E.
n n

SiV(x1,--- ,xp) sont des vecteurs de E tels que x1 = E Ti1€4, .. €6 T = E zipe; alors
i=1 i=1

P (x1,- - ap) = ) Tiy 1 Ty pp (€6, s €3y)

(il LR aiP)E[[lvn]]P

Définition 14 (Forme p-linéaire alternée).

Soit v : EP — K une forme p-linéaire, ot E est un K-ev de dimension n.
On dit que ¢ est alternée lorsque ¥(z1,--- ,x,) € EP et ¥(i,j) € [[1,p]]* tel que i # j, v; = x; =
¢ (z1, - ,xp) =0.

Définition 15 (Forme p-linéaire antisymétrique).

Soit ¢ : EP — K une forme p-linéaire.
On dit que ¢ est antisymétrique lorsque ¥(z1,--- ,x,) € EP et V(i,j) € N* tel que 1 <i<j<p:

(,0(.’1}1,"' s Lyttt 7'Tj7"' amp>:_80($17"' ,.’I/'j,"' s Lyttt axp)'
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Soit p une forme p-linéaire sur E. @ est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie p et @ une forme p-linéaire alternée sur E. Soit (uy,--- ,u,) une
famille liée de E, alors ¢ (uy,--- ,up) =0.

’ On note A, (E,K) l'ensemble des formes p-linéaires alternées sur E. ‘

Soit ¢ une forme p-linéaire alternée sur E et o € Sp,.
v(xla T xp) € Epv d)(xa(l)v e 7xo(p)) = 6(0)¢(x17 to 71'}7).

Soient E un K-espace vectoriel de dimension p rapporté d une base B = (e1,--- ,ep), ¢ une forme p-linéaire

P
alternée sur E et p vecteurs de £ : x; = injei pour tout j € [[1,p]]. Alors
i=1

o, -, 1p) = Z (0)Zo(1)1 To(p)pe (€15 )
cES,
On en déduit que
1. il eziste une unique forme p-linéaire alternée @y sur E telle que @o(e1, - ,ep) =1,
2. toute forme p-linéaire alternée sur E est proportionnelle a g,
3. A, (E,K) est un sous-espace vectoriel de L, (E,K) de dimension 1.

Définition 16 (Déterminant de p vecteurs en dimension p).

Soit E un Kespace vectoriel de dimension p rapporté a une base B = (e1, -+ ,ep).
L’unique forme p-linéaire alternée ¢y sur E vérifiant o (e1,--- ,ep) = 1 s’appelle déterminant dans la base B.
On la note detg.

p

Sixj = injei pour tout j € [[1,p]]. Alors detg (z1,--- ,zp) = Z €(0)Za(1),1 " To(p),p-
i=1 oES,

5 Caractérisation des bases
Dans cette section E est un espace vectoriel de dimension n.
Soient B = (e1,--- ,en) et B = (e}, ,€},) deuz bases de E.

detg/ = detB/(el, cee 76n) X detB.
detg/(B) detB(B') =1.

Soient B = (e1,--- ,e,) une base de E et F = (x1,--- ,xy,) une famille d’éléments de E.
F est une famille libre de E (et donc est une base de E) ssi detg(x1,--- ,x,) # 0.
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6 Déterminant d’un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € L(E). Soient B et B’ deux bases de E.

detg(u(B) = detg/ (’LL(B/))

Puisque detg(u(B)) ne dépend pas de la base B choisie, on appelle déterminant de l’endomorphisme u et
on note detu = detp(u(B)).

Soient uw € L(E), F une famille de n vecteurs de E et B une base de E.
detg(u(F)) = detu x detp(F).

1. det(idg) = 1,
2. Yu € L(E), Ya € K, det(au) = a"det(u),
3. Y(u,v) € L(E)?, det(uowv) = detu x detv,

4. Yu € L(E), u € GL(E) ssi detu # 0 et dans ce cas det(u™') = Totu”
etu

L’application det induit un morphisme de groupes de (GL(E), o) vers (K*, x).

7 Déterminant d’une matrice carrée

Définition 17.

Soit M = (a;5) € Mn(K). On appelle déterminant de M et on note det(M) le déterminant de la famille des
vecteurs colonnes de M par rapport d la base canonique de K" : B.
det(M) = det(C1, - ,Chp).

Soit B = (e1,--- ,en) une base de E. Soit uw € L(E). Soit M = matg(u).
det(u) = det(M).

1. det(I,) =1,

2. VM € M,(K), Ya € K, det(aM) = a"det(M),

8. Y(M,M'") € M, (K)?, det(MM') = det(M) x det(M"),
1

4

5

. VM € M, (K), M € GL,(K) ssi det(M) # 0 et dans ce cas det(M~') = det (M)

. VM € M, (K), det(*M) = det(M).

Que peut-on dire du déterminant d’une matrice antisymétrique ?

Soit M = Diag(A1,--+ ,An)-
det(M) =] \i.
i=1
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Si A= (a;;) € M,(K), alors det(A) = Z €(0)ag(1),1 " Ao (n),n-
gESy

On retrouve ainsi les formules obtenues lorsque n = 2 et n = 3.
L’application qui & une amtrice carrée de taille n associe son déterminant est une forme n-linéaire alternée sur
I’espace vectoriel des matrices lignes.

8 C(Calcul des déterminants

Soit M € M, (K) et Cy,---,C,, les vecteurs colonnes de M.
1. Si on échange C; et C; (i # j), on multiplie le déterminant par —1.

2. Si on multiplie C; par un scalaire o # 0 on multiplie le déterminant par —.
e

3. Si on ajoute a C; une combinaison linéaire des autres, on ne change pas le déterminant.

On a les mémes résultats sur les lignes de M.

Si une matrice carrée est de la forme

alors det(A) = ap, ndet(B).

a11
0 a2
Soit M =
0 0 ..
0 0 Ann

n

det(M) = H Qi -
i=1

On peut ainsi utiliser la méthode du pivot de Gauss pour parvenir au déterminant d’une matrice triangulaire.
2

1 a a
» Exemple : Calculer | 1 b b* | (appelé déterminant de Van der Monde).
1 ¢ &

Définition 18 (Mineur, cofacteur).
Soit A = (a; ;) € M, (K) et (i,5) € [[1,n]]*.
Le mineur d’indice (i,j) est le déterminant A; ; de la matrice extraite de A obtenue en supprimant la iéme

ligne et la jéme colonne de A. o
Le cofacteur d’indice (i, j) est le scalaire (—1)"T7 A, ;.
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Soit A = (a”)GM (K )

Vi € [[1,n]], det(A Zaz "”A” (développement suivant la colonne j).

Vi € [[1,n]], det(A Z aij(—1)"7A; ; (développement suivant la ligne i).

Soient a1, as,a3,b1,b2,b3,¢1,c0,c3 €EK. On a

a b o
a2 b2 Co = aj
az bz c3

"¢ colonne)

zl ’ (développement suivant la 2™ colonne)
2

a1 ieme
colonne).

On a aussi

ap by ¢
a9 b2 Co = ai
a3 bz c3

a2
+c1

22 ’ (développement suivant la 1 ligne)
3

ai
a3

b . sme ;.
“ ’ —C b; ’ (développement suivant la 2°"ligne)

a1

&]
+c3
C2

21 ' (développement suivant la 3émeligne)
2

On se raméne ainsi a des calculs de déterminant 2 x 2.

6 5 7 0 3 5
» Exemple : Calculer | 1 0 14 |et | 1 2023 2024
2 1 7 0 -1 3

9 Comatrice

Définition 19 (Comatrice).

Soit A = (am—) € Mn(K)

On appelle comatrice de A et on note Com(A) la matrice des cofacteurs de A, c’est-a-dire la matrice A = (0; ;),
ot 0;5 est le cofacteur de a;; dans A.

Soit A € M, (K).
ACom(A)T =Com(A)T A =det(A)I,

1
En particulier, si A est inversible alors A~! = dei(A) Com(A)T
On retrouve ainsi que A = (¢ € est inversible ssi ad — b £0et alors A~ = 1 d —c
v a ~\b d ¥ ¢ ¢ Cad—bec\-b a )’

10



