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{4y . Si;.pour tii‘ut 1.€.0,3], AM est "événement : < etre en position £ & Pinstant ' ,ﬁ
n », alors, en apphquant la formmile des probabilités totsles & 'événement Agpr1
avec le systeme complet d’événements (A, n)icfo,3], P(Aonsa) vaut : :

PAon( ,n+1)P(A0 ﬂ) -+ PAl n(A'O MI)P(AL%)
- Py (Ao 1) P(Azn) + Pas, (Apni1) P(4s, n)

fi\j&

Si Pon pose :

@, = Pz, = 0) P(Aop), by = Pz, = 1) = P(4;,,)
Cp = P(.’.t‘:ﬂ = 2) P(Az,n) dn P(.’L’n = 3) P(AS n) ’

ON & :Gpy1=ap X1+, Xxp+e, x04+d, x0.

De la. méme facon, on & : byyy = ap X 0+ b, X0+, X p+d, x 0.

Puis, on a: cppqg = an X0+ 0, X g+, X 0+d, x 0.

Et, enfin : dpy1 =, X 0+b, x 0+¢, X g+d, X 1.

Utilisons maintenant les notations de Iénoncé, c’est-a-dire pour tout n € N,

11: gﬂﬁn = (1)3 g’n P E$n+1 = 0) Gpy1

X, = In = . s = P Tnit = 1) = b’rz.—i—l
P(z, = 2) Cn i’ Ko P(z,1=2) Ch1 |7
Pz, = 3) dp : P(Zn1a = 3) L ASY]

On a finalement : X113 = AX,

Soit ¢ 1’endomorphlsme canomquement associé 4 A

 Déterminons une base de Ker (¢ £1d).
Le vectéur @#(z,y, z,) exprimé dans Ja base canonique de R* appartient au sous-

espace vectoriel Ker {¢+ 3Id) si et seulement si ¢(&f) = —31d, c'est-d-dire si ef .
selement si : . :
1100 /= ~a/2 {z+1/2y = —1/2
00 L0 y | _ | —v/2 - 1/2z = -1/2
0300 z —z/2 /2y = -1/2z°
00 31 £ —t/2 1/2z4t = —1/%

' ce qui donne finalement : 3z = —y, 2 = —y, y = —2z et 2 = —3¢.
Et on en déduit que (z,y, 7,%) € Ker (¢ + 1Id) si et seulement si (a: Y, 2,t) est de
la forme (z, 3,3z, —z) = z(1,—3,3,—1). La famille {@;(1,-3,3,—1)} est donc
generatnce de Ker (qb + 11d) et est libre car son unique vecteur est non nul. Dong :

Ker (¢ -+ 31d) a pour base {#;(1,—3,3,~1)}.

@ Déterminons une base de Ker (¢ — 21d). |
Le vectewr #(z,y,2,1 exprlme dans 13. basge canomque de R* appartient au sous-
espace vectoriel Ker 11d) si et seulement si ¢(if) = 14, c'est-a-dire si et seule-

ment & : '
1300 T z £+1/2y = 1/2z z = -y
00 %0 vi_iy ], 1/2z=1/2y@z=y
02 00]{z21] 21z /2y = 1/2z y = z
001%1 t t, 1/2z+t = 1/2t z = —t

On en déduit que (z,¥,2,t) € Ker (¢~ 1Id) si et seulement si (z,9,2,1) est de
la forme (z,-z,—z,z) = z(1,-1,-1,1). La famille {#(1,—1,~1,1)} est donec
génératrice de Ker (qS — 11d) et est libre car son unique vecteur est non nul. Done :

“ : Ker (¢ — 2Id) a pour base {#:(1,-1,-1,1)}.
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@ Déterminons une base de Ker (¢ — Id). .
Le vectieur €(z, y, #, t) exprimé dans la base canonique de R* appartieuit aKer (¢ — Id)
si et senlement si ¢(#%) = @, c’est-A-dire si et seulement i :

1100 z z z+1/2y = = T =z
001320 y | _ |y 1/22 =y z = 0
0100 21T 2|y vy =2 FYy =0
00 %1 ¢ t 1/2z+t = ¢ t =t

On en déduit que (z,v,7,t) € Ker (¢ — Id) si et seulement si (z,y, z,t) est de la
forme (z,0,0,%) = z(1,0,0,0) +£(0,0,0,1). La famille {&(1,0,0,0), &(0,0,0,1)}

e =T [
i — —_—

est donc génératrice de Ker (¢ — Id) et est clairement libre car les deux vecteurs qui
la composent sont des vecteurs de la base canonique de R*. Donc :

{Ker (¢ — Id) a pour base {&1(1,0,0,0), £(0,0,0,1)}. |

@ Vérifions que la réunion B’ de ces trois bases forme une base de R%. On a:
B = {ﬂ.l(l? "'3:31 —'1)1 ﬁ2(11 _17 _11 1)1 E}_(l, 07070): é’é(o’ 01 0) 1)} -

On a plusieurs méthodes possibles.

Si vous venez de MPSI, PCSI ou PTSI (option PSI), vous avez vu les déterminants
d’ordre 4 et il suffit de prouver gue le déterminant de la famille B est non nul.

Si vous venez de 1TSI ou de 1TPC (mais ce n'est pas interdit de faire aussi comme
cela si vous n{;ﬁnez pas de ces deux filidres), vous pouvez montrer que la|matrice
associée & la famille B’ est de rang 4. Vous pouvez aussi montrer que la famille B
est libre dans R®. C’est ce que nous choisissons de faire car il faut bien faire quelque
chose et essayer d’étre commun & toutes les filidres. On doit montrer I'implication : |

aﬁ1+ﬁﬁ2+7€1+6a¢=6"—">Oﬂ=ﬁ="}‘=5=0.

) P L -3a-——f)’ = 0
C'est-a-dire ; 30— 8 — 0
—a+fB+d =0

On remarque que la deuxidme et la troisiéme lignes fournissent o = § = 0. Puis la
premitre ligne donne «y = 0 et la quatridme donne § = 0. On a bien le résultat voulu.

[ {:(1,-3,3,-1), #(1,~1,—1, 1), &(1,0,0,0), &(0,0,0,1)} est une base de R*.

Eerivons alors la matrice de ¢ dans 5.
Comme ¢(#1) = — 311, ¢(tiz) = 2o, $(E1) = & et $(&) = &, on a immédiatement

2 1
les quatre colonnes de la matrice Mg (¢) de ¢ dans la base B’ :

1
2

Mg (¢} = g
0

O ON= O

~ o .
@ Calculons A”* pour tout n € N . On sait que (en posant D = Mp(@) et P = PE),
Mg ($) = P§~Mg($)Pf =D = P1AP= A= PDp-1,

On en déduit que D? = PLAPP~1AP = p-i 42P,

Montrons par récurrence que pour tout # € N , D" = P~1A"P, La formule est vraie
;Zf)i:};.n_e {0, 1,2}. (Le fait qu'elle soit vraie pour n = 2 nlest p"as obligatoire pour
lm:ltfalwatmn mais cela permet de deviner Je développement que l'on va faire pour
Uhérédité.) Supposons que la formule soit vraie poirr n fixé supérieur ou égal A 2
On aaloss : D™ = DD = P-1AnPP-14p = p-1gnilp '
On a fini la récurrence. Alors pour tout n € N,

D" =P-lAPP = A" = Ppmp-L,




L e ea -3
1 1 19 3/§

Posons P la matrice de passage B4 B : PF = ;3 __—% 8 3
-1 1 01

On reconnait la matrice de la famille B'. On calcule Iinverse de P§ soit en inversant
un systéme, soit en utlhsant Palgorithme de Gauss-Jordan. Fa.lsons cet algorithme.
On «concaténe » PE et I, et on va effectuer des opérations élémentaires sur les
lignes pour transformer P§ en I et Iy en PE'~. On part done de

1 1 1011000
-3 -1 0010100
3 -1 0060|0010
-1 1 0110001

On effectue pour commencer les opérations é&lémentaires :
Ly Ly +3Ly, Ly « Ly ~ 3L, Léf— Ly+ L.

11 1061000
0 2 3 03 100
0 4 -30{-3010
0 2 1 1|1 0¢01
Pms on effectue les opérations élémentaires :

Ly — L3+ 2L, L,y — Ly~ Lo.

On obtient :

11 1 0 I 0 00
. .. 102 3 0|3 1 00
On obtient : 00 3 013 2 10
00 -211-2 —-101
Puis, on effectue "opération élémentaire : Ly + §L3.
11 1 011 0 0 0
. .. 402 3 0!3 1 0 0
On obtient : 00 1 0/ 1.231/30
00 -21]-2 -1 0 1
Puis, on effectue 1’op ération élémentaire : Ly ¢+ Ly - 2L;.
1110{1 0 0 o
... 102303 1 0 o
On obtient : 00101231/30
000117013231
Puis, on effectue les

opérations élémentaires :

Lg(—L2—3L3, L1 {---Ll-—Lg.

110010 -2/3 —1/3 0

o] 02000 <1 -1 ¢

On obtient : 00101 2/3 1/3 ¢
00010 1/3 2/3 1

H reste A effectuer les opérations élémentaires :

1
Lz — §L2 puis L]_ {--Ll —Lg.

1000]0 —1/6 1/6 0
.. ] 0100 0 -1/2 —1/2 0 :
On obtlent : 00101 23 1 /3 0| |

00010 1/3 2/3 1
0 -1/6 1/6 0 0 -1 1 o0
Ly pe 0 —1/2 =1/2 0 1{0 -3 -30

- . pB—-1__ — =

Oua,boutlta,_.PB 11 23 1/3 0 6l6 4 2 o
0 1/3 2/3 1 0 2 4 6
T G 0 00 (—1r2m 2 1 0
. 0 2700 N —3(=1)"2™ -2 ¢ 0
b = 0 0o 10| PP 3(—1)*2" 2 0 0
0 0 01 —(~1)r2 2™ ¢ 1




1 2/3—2"/2—(—2)™/6 1/3—27"/24+(-2)™/6 O ! (1’ / c
n 0 22+ (-2)/2 22— (-2)™/2 0 ¥
At=1 4 272~ (—2)""/2 27/24(=2)"/2 0 |
0 1/3-27"/2+(=2)"/6 2/3-27"/2—(-2)7"/6 1 |
Remargue

Si ’on applique pour n = 0, on retrouve I, et pour n =1, on retrouve A.
Nous allons maintenant en déduire : lim X,.

n—Foo
. . g , c;n
@ On pose: Xy = gg et dogc, pourtout n €N, ona: X, = c: = A"X,
dD - ) dn
1 2/3 27"/2— (~2)"/6 1/3-2"/24(=2)"/6 0\
AX 0 272+ (—2)/2 27/2 — (-2)™/2 0
Tl o0 22— (—2)n2 272+ (=2)"/2 0
1)

0 1/3—27"/24 (-2)™/6 2/3—27"/2~(=2)~"/6

On remazque que lorsque n tend vers +oo, 27 et (—2)™" tendent vers 0. Et il reste -

ap + 2bp + )

. 0 '
A X = 0 |
300+ Zco + dy ]

0, Ia particule est initialement certainement en position 2.

E
Et lim. X ( 3 0, (] '3 ) - Rappelons nous maintenant g(N, 2) et de la liste trouvée

n—toa

pour N =120,

W Ve XE M t:\zttxt.ﬂa e."\.n,XE'L:n A,v@ﬁ—a B Yoo tan \Y -‘?J'xu&-éﬂl&zgg

M%«: . &md&&@mm&&Em'
- from scipy. stats import K

> def Position(r, ) def g(N,z0) # dowas Ao nquen e i clhiseejur poiihes,
VG = bmowg(lzja) %?X? "\,mﬂ-;'ﬁg;i: 1\&&% (L%\ L = [Pos(n,0.5,20} for n in range(0,N)] cm bowh e
ifz = =1 | return {L. count(z) [len(L) for i in range(0, 4)] N d’é‘i{ﬁ«;@_@,@
retm'no o . -
elif ¢ == 1 - ' |
f X[0] = 1: | import nampy as np
return (o) | t\ dz‘NPzzssznceN (AN H e AN e e ind
8[86 i fo?" n in mnge(l,N) : ‘ -
return(2) F AN = np.dot(A, AN)
elzf T o==2: | return AN
if X[ =
return(l)
else :
return(3)
else :
return(3)

def Pos(n,p,x()) #5 'L{u.d% A L ,L%{C/G_am R p Py Uy e e (WS&T'&&_—"« RM)

U = z
for iin range(n) :

U= Posztzon(u p)
'return(u) \

ey
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Premisre pai‘tie - Queiq11es propriétés des matrices tridiagonales symétriques

@ @ La famille (Ee;,j)lgjjén, designant la base canonique de M, (R), on a par définition

n—1

Tn(R) = { Z ax Eg . + Z br (B o1 + Ek—i—l,fs)}
k=1 k=1 '
= Veot(B1,- -, Bagns Bra + Baty o By + Bncin)-

Cette famille était libre de maniére évidente au vu de la position des zéros, on en déduit qﬁe

T (R) est un sous-espace vectoriel de M,(R) de dimension 2n — 1
dont une base est : (E1,1, corr Bppy Era+Eosy.o  Bpp1+ E _1,11)-

@En développant le déterminant par rapport & la dernidre ligne, on obtient :

a1 b a1 by
bl ag bg O b]_ aa bg 0
Dp =an| By . .. _ b, b_2
. OGn-3 bn-g . Gpe3 bn-s
0 bp3 an-z bpa 0 bpz Gn-—2
bn—2 On—1 fn—1] bn-—2 bﬂ.—l [n—13

Le premier déterminant n’est autre que D, .1 et, dans le second, en développant par rapport & la
derniére colonne, on obtient :

[£5] b]_
by oy by O
Dy =anDp_1—bp_1 X b1 by
Qp—3 bn—3
0 bn—3 Gn—2 [n—~2]

et donc :

Dy, = anDﬂ—l - (b —l)an—Z-

@Pour la famille (A), on a donc :

10

T Dyg=5—-4=1 et D3=5D2-2|2 2

l=5—-2(2—0)=1,

et la relation de récurrence :
Vn>4, D,=5D,1—4Dy 5.
L'écuation caractéristique correspondant & cette suite récurrente linéaire d’ordre 2 est :
72 -—51'-!—4-: 0 soit: - (r~1)(r—4)=0.
Done, il existe deux constantes A et p telles que :

Vn>2, Dyp=>X+pud®

En particulier pour n = 2 et n = 3 on obtient : 1 = A+ 16u et 1 = A + 64y, d'otton tire : A =1 ef
g ==0. On obtient donc : '

IVn >2, det(4,)=1. |

De méme pour la famille (B}, ona :

= —T6

i 0
Dy=—6 et D3210D2-—-4‘4 4|




et Ia relation de récurrence : Vn = 2, D, = 100),_1 — 16D, _, a pour équailon caractéristique :
77 — 10r + 16 = 0 dont les solutions sont 2 et 8. Ainsi, il existe deux constantes A et u telles que :

Yn2?2 Dp=A2"+u8"

En particulier pour n =2 et n = 3 on obtient : —6 = 4)\ + 64p et —T6 = 8\ 4 512y, d’oll on tire :
A= I ety =1 On obtient donc: .

Lon __qn
Vn = 2, det(Bn)zmTS.

é Deuxidme partie - Résolution d’'un systéme lingaire & matrice tridiagonale syméirique associée

(0

Le caleul donue :

a? ae 0 0
2 12
4y _{ a8 €+h bf 0
L= 0 bf  fP4c? cg
0 0 cg g+d?
On résout dans (Ry)7 :
(a2 = 1 [ a=1
ae = 2 e=32
e+ = 5 b=1
LiL=A4 & bf = 2 &4 f=2,
2P+ = 5 c=1
cg = 2 g=2
| 2+ = B | d=1
et donc :
10 00
2100
G = =
L =As & L 0210
' 6 0 2 1
@On a les équivalences :

A,X=B & (L-*[)X =B & L(LX)=B.

On est dong ramené & résoudre d’abord le systéme, d'inconnue ¥ : LY = B, agsocié & la matrice
triangulaire inférieure I d’ordre 4, puis le systéme *LX =Y associé 4 la matrice triangulaire supérieure
tL d'ordre 4. Ainsi

| on se raméne 3 la résolution succesgive de deux systémes linéaires triangulaires. |

@Avec les notations précédentes, ce systéme s'écrit :

5] 5
A X=B avece X = T2 et B= 6
L3 O
X4 -1
On résout donc d’abord : -
Ui = § 7 = b
IV =B o _yl"l' Y2 o Y2 .
292 + w3 = -9 ¥ = —1
203 + ya = -1 Ys = 1
Et on résout ensuite :
21 + 2x9 = 5 L =
zg + 2z = —4 = 2
X =Y o 2 3 P .
zg + 24 = —1 3 = —~3
g = 1 Ty = 1

La solution du systéme est le quadruplet : (1,2,-3,1). I

2z




