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Les documents, calculatrices et téléphones portables sont interdits. La clarté et la précision de la rédaction seront
prises en compte dans la notation (deux points sur le barème). Les cinq exercices sont indépendants et peuvent ne
pas être traités dans l’ordre. Il y a matière à valoriser votre travail dans ce devoir, soyez confiants.

Exercice 1 sur 9 points

1. Ecrire en langage formel les propositions suivantes :

(a) la fonction f est une fonction décroissante sur R,
(b) une condition nécessaire pour que deux réels soient égaux est que leurs carrés soient égaux.

(c) soit x un réel. Pour que x+ 2 ≥ 3, il suffit que x ≥ 2.

2. Convertir en langage usuel :

(a) ∃c ∈ R, ∀x ∈ R, f(x) = c,

(b) ∀x ∈ R, f(x) ̸= 0,

(c) ∀n ∈ N, (∃p ∈ N, n = 2p+ 1) ⇒
(
∃q ∈ N, n2 = 2q + 1

)
.

3. (a) Soit x un nombre réel. Enoncer la réciproque et la contraposée de l’implication suivante :

x ≥ 1 ⇒ x2 ≥ 1.

Sont-elles vraies ?

(b) Enoncer la négation de la propositon :

∀p ∈ N, 15|p ⇒ (3|p et 5|p).

Exercice 2 sur 6 points

Dans cet exercice, on utilisera pour chaque item un des types de raisonnement suivants : raisonnement par
disjonction de cas, raisonnement par récurrence et raisonnement par l’absurde.

1. On considère la suite réelle (un)n∈N définie par u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 =

n∑
k=0

(
n
k

)
uk.

Montrer que ∀n ∈ N, un ≤ n!.

2. Montrer que
ln(2)

ln(3)
/∈ Q.

3. Démontrer que pour tout n ∈ N, n3 − n est divisible par 3.

Exercice 3 sur 9 points

1. Placer approximativement
π

5
sur le cercle trigonométrique. Donner le signe de son cosinus et de son sinus.

On justifiera la réponse.

2. Donner les solutions de l’équation sin(4x) = sin(x) appartenant à l’intervalle ]− π, π].

3. Montrer que le système

{
sin(4x) = sin(x)

sin(x) ̸= 0
est équivalent à l’équation :

8 cos3(x)− 4 cos(x)− 1 = 0.

4. On veut maintenant résoudre l’équation 8x3 − 4x− 1 = 0.

(a) Expliquer pourquoi
−1

2
est solution de l’équation 8x3 − 4x− 1 = 0.

(b) Trouver a et b appartenant à R tels que 8x3 − 4x− 1 = 8(x+
1

2
)(x2 + ax+ b).

(c) Résoudre l’équation 8x3 − 4x− 1 = 0.

5. En déduire que cos
π

5
=

√
5 + 1

4
puis que sin

π

5
=

√
5−

√
5

8

1
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Exercice 4 sur 6 points

1. Calculer pour tout entier n non nul

n∑
i=1

(
n
i

)
.

2. (a) Montrer que pour tout entier i non nul et pour tout entier n non nul tel que i ≤ n, i

(
n
i

)
= n

(
n− 1
i− 1

)
.

(b) En déduire

n∑
i=1

i

(
n
i

)
pour tout entier n non nul.

3. Calculer pour tout n non nul
∑

1≤i,j≤n

(
n
i

)
(j + i). On pourra utiliser les questions 1 et 2b.
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