Chapitre 10 : Equations différentielles

Lors de la résolution d’une équation différentielle, il s’agira pour vous de reconnaitre le type d’équation différen-
tielle auquel vous étes confronté, d’élaborer un plan d’étude et seulement ensuite de vous lancer dans les calculs.

Dans toute la suite I désigne un intervalle de R qui contient au moins deux points et K désigne C ou R.
Les fonctions considérées sont & valeurs réelles ou complexes.

1 Equations différentielles linéaires du premier ordre
1.1 Deéfinitions

Définition 1.

Soit I un intervalle de R. On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre toute équation
(E) de la forme

Vi e I,y (t) + a(t)y(t) = b(t)

ot 'inconnue est une fonction y : I — K, et ow a,b sont deux fonctions continues définies de I dans K.
On appelle solution de (E) toute fonction y : I — K dérivable sur I et telle que

Vtel, f(t)+a(t)f(t) =b(t)
On appelle équation différentielle homogéne associée a (E) l’équation (Ey)
Vi e 1,y'(t) +a(t)y(t) =0

On parle aussi d’équation sans second membre.
Lorsque les fonctions a, b sont contantes sur I, on dit que (E) est a coefficients constants.

Remarque 1. Afin d’alléger les notations, on note souvent

Y +a(t)y = b(t)
ou méme
/
Yy +ay=">

au liew de (E). Néanmoins, il faut garder en téte qu’en général, a,b et y sont des fonctions et pas des constantes!

1.2 Structure algébrique de ’ensemble des solutions

Propriété 1.

L’ensemble Fyy des solutions de (Ey) est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel D(I,K) des fonctions

dérivables de I dans K. Cela signifie que Fy est non vide et que si [ et g sont deux éléments de Fy, toute
combinaison linéaire de f et de g est élément de Fy.

Propriété 2.

Soit F' l’ensemble des solutions de (E) et ¢o une solution de (E). Alors F = ¢g+ Fo = {¢o + f, f € Fo}. La

forme des solutions de (E) est donc la somme d’une solution particuliére de (E) et de la solution générale de
l’équation homogéne (Ey).
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Remarque 2. On dit alors que F' est un espace affine, dirigé par l’espace vectoriel Fy et passant par le "point”
bo.-

De plus, cette proposition signifie que si on connait les solutions de (Eg) et une solution de (E), alors on a
toutes les solutions de (F).

1.3 Résolution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre
1.3.1 Reésolution de I’équation sans second membre
(Eo) : 9 +ay=0otacCIK).

Propriété 3.

L’ensemble des solutions de (Ey) est

Fy={t— e W XeK}

ol A est une primitive quelconque de la fonction a.

Remarque 3. On a vu que Fy est un espace vectoriel. Cette propriété signifie que la fonction t — e~ A0 engendre
Fy, c’est-a-dire que toute solution de (E;) est multiple par un scalaire (i.e. un élément de K) de la
fonction t — e M. On dit alors que Fy est un sous-espace vectoriel de dimension 1 (droite vectorielle) de
lespace vectoriel D(I,K), et que la famille contenant le seul élément t — e~ en est une base.

» Exemples :Résoudre y' +ycosz =0et (1+2°)y —y=0sur R.

Remarque 4. Pour résoudre une équation du type y' + ay = 0, les physiciens procédent comme ceci :

/

Y +ay=0 < Y- 4 = ln(|y\)=—/a—|—)\ — y=pe A
Y

Ceci n’est pas rigoureuz, puisqu’on ne sait pas a priori si la fonction y s’annule, donc on ne peut pas a priori
/

écrire —. Néanmoins, la théorie mathématique assure que les fonctions trouvées par cette "méthode” sont bien les

Y
solutions de y' + ay = 0.
On peut considérer cette méthode comme étant un moyen mnémotechnique de retrouver la forme des solutions
d’une équation du type y' + ay = 0.

1.3.2 Résolution théorique de (FE)

Propriété 4.
L’ensemble des solutions de (E) est donné par F = {(\ + By) e e K} ot A est une primitive de a et By
une primitive de be”.

Remarque 5. Dans la pratique, plutot que d’appliquer cette propriété, on commencera par rechercher s’il existe
une solution particuliére (plus ouw moins évidente ) o puis on utilisera la structure algébrique de l’ensemble des
solutions de (E) .

1.3.3 Comment trouver une solution particuliére de (F)?

11 existe trois méthodes :
— éventuellement (F) posséde une solution évidente ¢

» Exemple : (E) : y + 2%y = 2* admet I'application constante égale a 1 comme solution évidente.
Remarque 6. Souvent en physique, on connait une solution particuliére; par evemple si on s’intéresse a

la charge q d’une armature de condensateur dans un circuit R,C alimenté par un générateur de tension

d
délivrant une tension U, q vérifie I’équation différentielle linéaire 4 + Rd—z = U. Lorsque U est constante, le
c

d
condensateur est chargé, donc d—(j =0, d'ou q = CU. Ainsi ¢ = CU est une solution particuliére, et donc les

solutions générales sont du type q (t) = CU + Ae” EC ; le terme C'U correspond alors au régime stationnaire
ou permanent et le terme Ae™ EO correspond au régime transitoire.
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— Principe de superposition des solutions

Propriété 5.

n

Si le second membre b est du type b = Z by, avec chaque by, application continue sur I, on note yj, une solution

k=1
n

particuliére de (Ek) : y/ +ay = bi. En posant pg = Z Yk, ON obtient une solution particuliére de (E) .
k=1

» Exemple : (E) : y' 4+ y = sin+ cos +1d.
On décompose x — sinx + cosx +x en By : ¢+ sinx + cosx et Py : x +— x.
Troiséme méthode si les deux précédentes ont échoué :
— Méthode de variation de la constante
On cherche une solution particuliére sous la forme ¢ — X (£) e~ (). avec \ dérivable sur I.
On pose yo = e~ 4.
Ayo est solution de (E) si et seulement si X'yg + Ay, + adyo = b.
OrAy;, + adyo = 0,
Donc \yg est solution de (E) si et seulement si N'yo = b si et seulement si \' = be”
On détermine alors une primitive B de be” et alors Be™ est une solution particuliére de (E).

1
» Exemple : Soit I’équation différentielle linéaire (E) : y'(t) — T—3 (t) =

T3 SW 1, +o0l.

1.4 Probléme de Cauchy

Le plus souvent, on doit chercher les solutions d’une équation différentielle y' = f(t,y) vérifiant une condition
initiale du type y(to) = yo. C’est ce que l'on appelle un probléme de Cauchy. Graphiquement, cela revient a
chercher les courbes intégrales ' passant par le point de coordonnées (to, o).

Soit (E) : 4 + ay = b, ot a, b sont des applications continues sur I.

Propriété 6 (Probléme de Cauchy - résolution avec condition initiale).
H Si (to,yo) € I x K, il existe une unique solution f de (E) telle que f (to) = yo.

Remarque 7 (Interprétation graphique). Graphiquement, si K = R, cette proposition signifie que par tout point
du plan dont l'abscisse est dans I, il passe une et une seule courbe intégrale.

Propriété 7.

Si o € C, la fonction t — e est l'unique fonction dérivable sur R vérifiant le probleme de Cauchy : 1y = oy
avec la condition initiale y (0) = 1.

Représentation de la famille des courbes représentatives des solutions d’une équation différentielle du premier
ordre : exemple de ’équation 3 = 4y.
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1. Si K = R, on appelle courbes intégrales de I’équation différentielle les représentations graphiques de ses solutions
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Propriété 8.

Si o € C, la fonction t — e est 'unique fonction dérivable sur R vérifiant le probléme de Cauchy : 1y = ay
avec la condition initiale y (0) = 1.

1.5 Cas ol a n’est pas définie : probléme des raccords

Supposons pour simplifier que a n’est pas définie en un seul point xy de R. On résout sur chacun des deux
intervalles I =] — 0o, zp[ et Iy =]xzp,+oo], puis on cherche si on peut "raccorder" au point z( les solutions
précédentes. Une application y : R — K est solution de (E) sur R si :

— la restriction y; de y & | — 00, 2¢[ est solution de (E) sur | — oo, zq],

— la restriction yy de y & |zg, +00[ est solution de (F) sur |ag, +oo],

— 1 admet une limite finie /; en z,

— yo admet une limite finie Iy en z{,

— I3 =I5 (on dit alors qu’il y a raccord par continuité en z),

—1
_ n@)—h admet une limite finie /{ quand z tend vers xy ,
T — X
_ p@) b

2 . .
admet une limite finie I, quand = tend vers z{,
T — X

— 1} =15 (on dit alors qu’il y a raccord par dérivabilité en zo),

— lll + a(l‘o)ll = b(a)‘())
Il n’y a pas de régle générale sur le nombre de paramétres dont dépend la solution générale d’une équation dif-
férentielle (E) sur un intervalle I pour lequel a n’est pas définie en un point : I’ensemble des solutions peut étre
Pensemble vide, un singleton ou un ensemble qui dépend d’un ou de deux paramétres (droite affine ou plan affine),
comme le montrent les exemples suivants.
» Exemple : Résoudre 1’équation ty'(t) — 2y(t) =t

3 sur R.
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» Exemple : Résoudre 1'équation %y’ (t) — y(t) = 0 sur R.

» Exemple : Résoudre 1’équation (1 —t)y'(t) — y(¢) = ¢ sur R.
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2 Equations différentielles linéaires du second ordre

Exemple : circuit RLC. On désigne par ¢ le temps, par i 'intensité du courant dans le circuit et par ¢ la charge

de 'armature de gauche du condensateur. On a i = d—j La différence de potentiel aux bornes de 'inductance (en
» » di d%q . . L . -
série avec la résistance) est : L% = Lﬁ' La loi des mailles appliquée au circuit permet d’écrire :

le probléme physique posséde une double condition initiale qui décrit le circuit a I'instant ¢ = 0. En général ¢(0) = 0

d
(condensateur non chargé) et i(0) = d—z(O) =0.

2.1 Définition

Définition 2.

1. On appelle équation différentielle linéaire du deuriéme ordre toute équation (E) de la forme :
ay’ +by +cy=d

ot linconnue est une fonctiony : I — K et ot a, b ,c et d sont quatre applications continues sur I
avec a non identiquement nulle.

2. On appelle solution de (E) toute application de I dans K deux fois dérivable sur I et telle que
vte I, a(t)y"(t) +b(t)y'(t) + c(t)y(t) = d(t)

3. Si d est identiquement nulle, on dit que (E) est une équation différentielle linéaire du deuziéme ordre
homogéne. Sinon, on lui associe I’équation linéaire homogéne d’ordre 2, (Eo) : ay” + by’ + cy = 0.

4. Lorsque les fonctions a, b ,c et d sont constantes sur I, on dit que (E) est a coefficients constants.

5. On appelle équation différentielle linéaire du second ordre résolue en y" ou normalisée toute équation
différentielle du second ordre de la forme

y'+ay + By =7

ol «, B et v sont deux fonctions continues de I dans K.

2.2 Structure algébrique de ’ensemble des solutions
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Propriété 9.

L’ensemble Fy des solutions de (Ey) est un sous-espace vectoriel de I’ensemble D? (I,KK) des applications deux
fois dérivables sur I. Cela signifie que Fy est non vide et que Fy est stable par combinaison linéaire.

Propriété 10.
Lorsque l'équation compléte (E) admet une solution particuliére o, l'ensemble des solutions de (E), noté F, est
le sous-espace affine F passant par ¢ et dirigé par l’espace vectoriel Fy des solutions de (Ey) : F = ¢+ Fy =

{(p—"_fva-FO}

La solution générale de ’équation avec second membre est somme d’une solution particuliére et de la solution
générale de ’équation sans second membre.

2.3 Résolution des équations différentielles linéaires du deuxiéme ordre a coefficients
constants :

On considére pour la suite I'équation différentielle linéaire (E) : ay” + by’ + cy = d, avec a,b,c constantes
(élements de K), d une fonction continue & valeurs dans K et a # 0 et (Ep) son équation homogéne associée.

2.3.1 Résolution de I’équation sans second membre

Propriété 11 (Equation caractéristique).

Pour r € C, la fonction t — e est solution de (Ey) ssi ar® +br + ¢ = 0.
L’équation ar® + br 4+ ¢ = 0 est appelée équation caractéristique de (Ep).

Propriété 12 (Cas complexe).

Les constantes a, b, c sont complexes et on cherche les solutions a valeurs complexes.
— Si léquation caractéristique de (Eg) admet deus racines distinctes r1 et ro dans C, alors Fy = Vect (t — ettt 6T2t)
{t — X" pe™t s A\ e (C}
— Si Véquation caractéristique de (Eo) admet une racine double r, alors Fy = Vect (t et te”) =
{t — Xe™ + pte™ ; A\, p e C}.

Dans chacun des deux cas, les solutions de (Ep) sont combinaisons linéaires de deux solutions non proportion-
nelles : elles forment donc un plan vectoriel.

Propriété 13 (Cas réel).
Les constantes a,b, c sont réelles et on cherche les solutions & valeurs réelles.

1. Sil’équation caractéristique de (Ey) posséde deuzx racines distinctes r1,mo € R, alors Fy = Veclg (t — et e”t) =
{t — et et A\ € R} .

2. Si léquation caractéristique de (Ey) posséde une racine double r, alors Fy = Vectg (t —et t te”) =
{t s A"t pte”™ s N\ e ]R} .

3. Sinon l’équation caractéristique de (Ey) posséde deux racines complezes conjuguées o £ i3, alors
Fy = Vectg (t — e cos (Bt), t — e sin(Bt)) = {t — €™ (Acos Bt + psin Bt) ; A, p € R}

wWo 2 . . 1 Lwy
» Exemple : 4" + ¢’ 4+ wiy = 0 (pour un circuit RLC on a wg = —— et Q = ——).
0 0 ( o )
w 1
L’équation caractéristique est ici 22 + 60:1: + w2 = 0, son discriminant est A = w? (QQ - 4). Le comportement

des solutions dépend du signe de A :

1
— SiQ< 3 le régime est apériodique

1
— SiQ= 2 c’est le régime critique
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1
— SiQ > 2 le régime est pseudo-périodique.

Allure de trois courbes intégrales correspondant & une méme valeur de wy et aux conditions initiales y(0) = yo
et y'(0) =0:

» Exemples :Résoudre les équations différentielles suivantes sur R :
1. y" =3y +2y =0,
2.y — 4y +4y =0,
3.y +2y +2y+0.

2.3.2 Solutions particuliéres de (£) lorsque le second membre est du type ¢t — AeM avec (A, \) € C?,
t + Bcos(wt) et t — Bsin(wt) avec (B,w) € R?

Propriété 14 (Cas oit le second membre est du type t — Ae*, avec (4,)) € C?).

L’équation différentielle linéaire (E) : ay’ + by’ + cy = AeM posséde une solution particuliére de la forme

yp : t Ke si X nlest pas racine de Uéquation caractéristique de(Ep)
yp @t KteM si X est racine simple de Uéquation caractéristique de(Ey)
yp : t Kt?eM si X\ est racine double de Uéquation caractéristique de(Eyp)

ot K est un nombre complexe a déterminer.

Propriété 15 (Cas ot le second membre est du type ¢ — Bcos(wt) et t — Bsin(wt) avec (B,w) € R?).

L’équation différentielle linéaire (E) : ay’ +by' +cy = B cos(wt) ou ay’ +by' +cy = Bsin(wt), avec (B,w) € R?,
posséde une solution particuliére de la forme

1. sia, b et c sont réels,

yp @ t— Kjcos(wt) + Ko sin(wt) si iw n'est pas racine de l’équation caractéristique de(Ey)
yp @ t— Kjtcos(wt) + Kotsin(wt) siiw est racine de l’équation caractéristique de(Ey)

ot K est un nombre complexe a déterminer.
2. sia, b etc sont complezes,

(a) si le second membre est du type t — Bcos(wt), yp est la somme d’une solution particuliére de
B B
(By) :ay” +by +cy= 5eiwt et d’une solution particuliere de (Eo) : ay’ + by’ + cy = Eefiwt.
(b) si le second membre est du type t — Bsin(wt), yp est la différence d’une solution particuliére de

B B
(By) :ay” + by +cy = 5eiwt et d’une solution particuliére de (E3) : ay” + by’ + cy = 567iwt.

Le résultat du deuxiéme item de cette propriété découle de la formule d’Euler et du principe de superposition
ci-dessous. Le résultat du deuxiéme item peut se retrouver en passant aux complexes : une solution particuliére
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réelle de (E) : ay’ + by’ + cy = Bcos(wt) est obtenue en prenant la partie relle d’une solution particuliére de
ay” + by + cy = Be™"; une solution particuliére réelle de (E) : ay” + by’ + cy = Bsin(wt) est obtenue en prenant
la partie imaginaire d’une solution particuliére de ay” + by’ + cy = Be™".

» Exemple : Résoudre sur R (E) : ¢ — 4y + 3y = 2¢'

» Exemple : Chercher les solutions réelles de (E) : " + y = bsin(2t).

On donne & la fin de ce chapitre une propriété qui traite le cas ou le second membre est polynomial (hors
programme).

2.4 Principe de superposition

Propriété 16.

n
Sid= de’ soit y, une solution particuliére de (Ey) : ay’ + by’ + cy = dy pour tout k € [1,n]; alors
k=1

n
y= Z yi est solution particuliére de (E).
k=1

Remarque 8. On peut résoudre des équations différentielles linéaires dont le second membre est de type t — cost
ou t —> sint (ou t — cht ou t — sht) en utilisant la propriété précédente.

» Exemple : Chercher les solutions réelles de (E) : 4" +y = 2cost + 5sin(2t).
» Exemple : Chercher les solutions complexes de y” + v/3iy’ — iy = 3 cos(2t).

2.5 Probléme de Cauchy
Soient a, b et ¢ trois éléments de K, avec a # 0, et ’équation différentielle (F) :
ay" (t) + by’ (t) + cy(t) = d(t)

ol d est une fonction continue sur un intervalle I.
On suppose que (E) admet au moins une solution particuliére f;.

Propriété 17.
Soit tg € I, yo € K et y,, € K. Il existe une unique solution f de (E) vérifiant les conditions

{ f (to) = yo
I (to) = o

Représentation de la famille des courbes représentatives des solutions d’une équation différentielle d’ordre 2 :
exemple de 'équation y” + 2y +2y =0

80

704

On peut tracer les courbes sur [—1, 1] et distinguer I'unique courbe intégrale qui correspond aux conditions initiales
y(0) =1 et y'(0) = —1 et aux valeurs suivantes des constantes A et B: A=1et B =0.



