TD 1 manipulation des objets. Jeudi 05 Septembre 2024.

Manipulation
Exercice 1. Exprimer en fonction de a = 2"
A — 2n+3 B — 22n+1 C — 2727), D — (_2)2n+3
_ 4n+1 F = n+3 2n G = 2n
Exercice 2. Pour les fonctions suivantes simplifier h(z 4+ 1) — h(z)
h(z) =2® et hz)=a(x—1)2z—1)

Exercice 3. [Correction] Simplifier

(2n +1)! (n+1)!  nl 1, 1 1 ()

(2n —1)! 22(nt1)  22n n! 2nx(n+1)  2x(n+2)! (511)

Exercice 4.

n n—1 n n n+1
‘ i isi i = t -
1. Pour tout n, k € N bien choisis, montrer que k(k‘) n<kz B 1) e (k) + (k N 1) (k N 1)
2. Déterminer le signe de (k :L_ 1) - (Z)

Y D\?
Exercice 5. Montrer que : Vn € N*, Zk3 =134+ 4. 40P = <n(n+))

k=1 2
Exercice 6. [Correction] Soit la fonction f: x +— 22—7—72::
Montrer que : Va,b € R, f(a+b) = %
Exercice 7. [Correction] Montrer que les fonction suivantes sont impaires, CaD que Vz € 9, f(—z) = —f(z)
f(z)=In (;8;1:) et f(z)= 22271

Exercice 8. Soit (uy)nen la suite définie par ug =0, uy =1 et Vn € N, upyo = tps1 + upn

Montrer que : Vn € N, u,, < 3"



Pair-Impair

OO+ 1)
2

On considere P, =2+4+4+---+(2n)et [, =1+3+5+---+2n—-1)+ (2n+1)

Exercice 9. [Correction] Onsaitque:1+2+3+---+0=

Calculer P, puis P, + I, et enfin I,,.

Exercice 10. [Correction] Soit n € N*. On consideére

P, = Le produit des entiers pairs de 2 a 2n = 2.4.6....(2n — 2)(2n)
ET
I,, = Le produit des entiers impairsde 1 a3 (2n+1) =1.3.5....(2n + 1)

Calculer (a I'aide, entre autre, de factoriel) P, pUiS P, x 1, et enfin 1,.

Manipulation plus difficile

Exercice 11. [Correction] On considére la suite (a,,) définie par

2
a
ag=2 et VYneN, a1 = n)
2a, — 1
2%"
Démontrer, par récurrence, que : Vn € N, a, = Cr—

n!
(2)" v
. Ve Up+1 . L o Up+1 1 1
Simplifier puis vérifierque :In | —— | =1—(n+ = |In{ 1+ — ).
u’ﬂ un 2 n

Exercice 12. On considére la suite u,, =

Exercice 13. Pour les fonctions suivantes simplifier h(x 4+ 1) — h(z)

(z+D(z+2)---(x+n)
n!

fala) = gn(x) = (z = 1)(z =2)---(z —n)

Exercice 14. [Correction] Soit la suite (F,,) définie par : Vn e N, F, = 22" +1
Montrer par récurrence que : Vn € N, F,, = Fo.Fy--- F,,_1 + 2.



Correction.

Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

@2n+1)!
@noi) (2n)(2n+1)
(mn+1)! nl  nl [n+l _nl [n—3
22(n+1)  92n ~ 92n { 22 ]*ﬁ[ 22 }
i_’_ 1 i 1 _ 1 . 1 n 1 _ 1 2n(n+1(n+2)+(n+2)+n
n 2nx (n+ 1! 2x(n+2)! nl 2n(n+1)  2(n+1Dn+2)|  n! 2n(n+1)(n+2)
n!
N () Kl(n — k)! ool (k+Dn—k—1)! k41
ny n! T kl(n—k)! n! T n—k
k41
(k+Dl(n—k—-1)!
Solution de I'exercice 6 (Enoncé) On a
et —e “ + e’ —e?
fla) + f(b) _ e*ter ebfe?
L+ f(a)f(b) 1+e“—e’“eb—e*b
es + e—a eb + e—b
(ea _ e—a) (eb 4 e—b) + (ea _|_e—a> (eb _ e—b)
@ re(E@te?)
(ea _’_efa) (eb =+ e*b) _ (ea _ 67‘1) (eb _ efb)
e+ e (e e )
B (ea _ efa) (eb +€7b) + (ea +67a) (eb 76717) (ea +67a) (eb +67b)
- e Fenete?) Ceren@ren (e e @ -

26a+b _ 2e—a—b

= Soath —gp=a=s — J(a+0)

Solution de I'exercice 7 (Enoncé) On a

2021 — x)

flzw) =1 (2021 Yz

[y
N———

Or on a la formule In 5)= In(d)=—1In

Haut Bas
aD 1 =1
ca n( Bas ) n(Haut)

—2x
e —1
feo) =y

= dfraci — 1i +1

1— e

= =1 = —f(z)

Solution de I'exercice 9 (Enoncé)

n(n+1

>Pn:2+4+~~+(2n):2{1+2+3+ +n} =n(n+1)

(2n + 1)(2n +2)

>Po+Ili=14+2+3+--+2n+1)= =@2n+1)(n+1)

>I,=P,+1,—- P :(2n+1)(n+1)—n(n+1):(n+1)[(2n+1)—n]:(n+1)2.

Solution de I'exercice 10 (Enoncé)



1. Ona

P,=2x4x6x---x(2n—2) x (2n)
:.(2'1) (2.2) 2(n—1)) (2n)

2.0nal,=1x3x5x---x(2n—1) x (2n+ 1), ainsi

InxP,=(1x3x5x---x(2n—-1)x(2n+1)).(2x4Xx6x---x (2n—2) x (2n))
=1.23...2n—1)(2n)(2n + 1)
= Le produit de tous les entiers de 1 a (2n+1)
=(2n+1)!

3. Onal, x P, =(2n+1)!
2n+1)!  (2n+1)!

P, T onpl

Conclusion : I, =

Solution de I'exercice 11 (Enoncé)
n 2 n n
On utilisera [22 } = 22" x2 = 92"

22’”.
22" -1
92’ 9! 2
Initialisation. On a ag = 2 et 520 1 =g 1{-5_1- 2. Donc H.p> est vraie.

On fait par récurrence Hep> @ an =

Hérédité. On suppose que H,, est vraie

n+1
22

On va montrer Hepq1>, CaD ap4+1 = P

On chemine

22’IL 2
(an)2 _ (22” *1)

2an—1_2%_1

(2271,)2
(22" 1)
2.22" (22 1

22'571 )

Or (22")2 =92 2!

et 2.22" — (22" - 1) 22" 11

n+1
22

An+1 =

22" _q
(22" —1)% 22" +1
22n+1
(22" —1)(22" +1)

22n+1

= T Yes, fini




Solution de I'exercice 14 (Enoncé)
n 2 n n
On utilisera {22 } — 92" x2 _ 2"t
On fait par récurrence Hep> @ Fp, = Fo.Fy - Frm1 + 2
Initialisation (n=1). On a
G=F=---etD=Fy+2=---
Donc H.1~ est vraie.

Hérédité. On suppose que H,, est vraie

On va montrer Hept1s, CaD Fryq1 = Fo.Fy -+ F, + 2

On chemine de Gauche a droite

Fo.Fy---F,+2=FyF1---Fp_1F, +2
On applique H <y~
CiaD Fo.Fy - F_1=F, —2

=(F, —2)F, +2

= (22” - 1) (22” + 1) +2
n 2

= (22 ) —1+42

_ 22"42 +1

=2 1= Fy Fini



