MPSI Pour Lundi 09 Septembre.

DM 1 : Un peu de calcul.

Exercice 1. [Correction]

1.0 2 On conside 2
. On suppose que z = . On considére y = .
PPOse 1+ 2 L g
Calculer (et simplifier) y.
22" z2
2. On suppose que x = T On considére y = 97— 1
Calculer (et simplifier) y.
c . s . - s N 2n —1
Exercice 2. [Correction] On consideére la suite (I,) vérifiant Ip = 5 et VneN*, I, = 5 I,_1
n
) _ (2n)! =«
Montrer (par récurrence) que : Vn € N, [, = W§

. 1 2
Exercice 3. [Correction] Soit n € N. On considére les nombres C,, défini par Vn € N, C,, = 1 ( n)
n n
1. Calculer Cy, Cy, Cy, Cs.

2. Pour n € N, déterminer le signe C, 11 — C),
La monotonie de la suite (C),) est-elle monotone 7

2 2
3. Pour n € N, démontrer que : C,, = ( n) — < " )
n n+1

En déduire que C), est un entier.
4. Sans calcul supplémentaire, déduire des questions 2 et 3 que Vn e N*, Cpy1 > C, + 1

5. En utilisant I'inégalité précédente, montrer que C,, —— 400
n—oo



Correction.

Solution de I'exercice 1 (Enoncé)

1. Ona
o 2 2.2¢
2 “Ty2¢ _ T42¢ _ 2¢Ft 14920 get!
y_1—|—x_1+ 2° T (1+2%)+2° 1+2011228 1t2a
1+ 20 1+2¢
2. Ona
22@ 2 (22(1)2
B 22 B 14+ 22° (1+22a)2
Y= or—1 22° 1 2 x 22° (1 + 22a)
14 22¢ 1+ 22°
2

(22* +1)(22* - 1)

(27)°

(22 - 12
a 2 a a
Oron a (22 ) =927 x2 92"
22a+l
= 92ett _q
- 2n)!
Solution de I’exercice 2 (Enoncé) On va montrer par récurrence Heps @ I = %g

2x0)n

Ona 5oy 2 =

T .
3 donc H.o> est vraie
On suppose Hcy>

(2(n+1))!

N T
On va montrer Hepy1>, CaD Ih41 = W§

On y va brutal

2n+1. _2n+1 (2n)! 7
2n+2 " 2n+222n(nl)2 2

In+1 -

2n+2)2n+1) (2n)! =

(2n+2)(2n 4+ 2) 227(n!)2 2

_ (2n +2)! ™
T 22(n+1)(n+1)227(n!)? 2

2(n+1)!

™ Fini
2n2((nt 122



Solution de I'exercice 3 (Enoncé) 1. Calculer Co, C1,Ca, Cs.

2. Pour tout n € N, on a
1 2(n+1) 1 2n
Cpy1 —Cp = —
+ n+2< n+1) n+1<n>

1 (2n +2)! 1 (2n)!
Tn+2n+ D) (n+1)! n+1nlnl
) [ 1 @2n+2)(2n+1) 1
Conlnl [n+2 (n+1)(n+1) o+l
) [ 1 2(2n+1) 1
nlnl [n+2 (n+1) Cn+1

@2n)! [(4n+2) — (n+2)
nln! (n+2)(n+1)
(2n)! 3n

n!n! (n+2)(n+1):| >0

Conclusion : la suite (Cy,) est strictement croissante.

3. On chemine du compliquer vers le plus simple.

(2”> _ ( n > — On écrit la définition.
n n+1

= On réduit au méme dénominateur.
= On factorise et on simplifie.

= On obtient b (2n) =Cy
n+1\n

2 2 .
Comme ( n) et ( _:_11) sont des coefficients du bindme donc ce sont des entiers
n n

Conclusion : le nombre C,, est un entier.

4. Comme C),41 est strictement plus grand que C,, et que ce sont des entiers,
on abien Cpy1 > C, +1

5. On a maintenant

Comme a,, —— +00, on a donc C,, ——— +00.
n— oo n— oo



