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1 Racine carrée w@un e

On sait que 'équation X? = a admet selon des situations 2, 1 ou 0 solutions dans R. Plus précisément.

> Lorsque a > 0, I'équation X2 = @ admet deux solutions, r = vaetr' = —r = -va
> Lorsque a = 0, 'équation X? = @ admet une unique solutions r = 7' =0
> Lorsque a < 0 'équation X? = a n’admet pas de solution dans R.

Démonstration.

Pour la démonstration, on utilise des théorémes et du vocabulaire sur les fonctions qui seront rappelées, expliquées et détaillées dans le chapitre sur les

fonctions.
On va étudier la fonction f définie par f (x) = ¥ —a.

— Tl est facile de justifier que la fonction f est dé finie, continue et dérivable sur Ret que V x € R, f’(x) =2x

— On dresse le tableau de variation

— Grace au tableau de variation (et au théoreme de la bijection-monotone), on déduit que la fonction f réalise une bijection de & = [0, +oo[ sur

o =[—-a,+oo[.

Enfin comme 0 € o/ = [—a, +o0[, on sait que 'équation X2

Théoréme 1. Autours de v a

Définition. Soit a un réel positif.

Le nombre y/a est 'unique solution positive de I'équation X? = a.

> Formulaire. Soit a,b € R+

> Comme +/a est I"'unique solution positive de I'équation x> = a,

ainsi ona va =0 et (Va)? = a.

Nab=vavh et sib#O,\/gz%

> Comme v/ est solution de 'équation ..., on a (va)’ = a
MAIS Attention: V a? = |al # a

. . 1
> Racine Vs puissance. Va=a 2

Démonstrationde V a,b =0, vVab = /avh

2
> D’une part : D’apres les propriétés de VX, on a (\/ ab) =ab.
Ainsi Vab est une solution positive de I'équation X? = ab.

> D’autre part : D’apres les propriétés de VX et le formulaire sur les puissances,
2 2
ona (\/E\/E) = (va)® (\/E) = ab.

Ainsi vaV'b est aussi une solution positive de I'équation X? = ab.

Comme I'équation X2 = ab admet une unique solution positive, on a vVab = vav'b.

= g admet exactement 1 solutions dans 2 = [0, +oo[ = R™.
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Définition 2. Quantité conjuguée
Soit a un réel positif.

La quantité conjuguée de a — by/n, c’est a+ by/n
La quantité conjuguée est utilise pour "gérer" une racine

4 b= (a—by7) (a+byn) (@? - (byn)* _ Plus de Racine

(a+byn)  Gentil bas avec+  Gentil bas avec +

1 1 (a-byn)  a-byn Haut
a+byn a+byn (a-byn) (a)?- (b\/ﬁ)z " Plus de Racine en bas
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2 Racine d’'un polyndme et factorisation

Définition 3. C’est quoi un Polyné6me
> Un polyndme c’est une objet de la forme 2X34+3X2-X+1
CaD un "mélange" de gentil monome, X°, X!, X?,..., X!

Théoréme. Développé Vs Factorisé
11 deux fagons visualiser un polynéme

> Avec ses coef, CaD sous la forme développée (ou algébrique) :
P(X)=aX*+bX+c

> Avec ses racines, CaD sous la forme factorisée :
PX)=aX-n(X-r")

> Une expression polynomiale en O, c’est un "mélange" de gentille 0, 0°, 0!, 32, ..., 0%
Exemple.
€3 4+ 2¢** + 1 est un polynéome en O =
cos?(x) + 1 et sin?(x) + cos(x) + 1 sont des polynémes en O =

Définition 4. Racine d'un polyndome
Soit P(X) = ap X" +...+ a; X + ap un polynéme et r un nombre dans R ou C.

On dit que r est une racine de P Ssi P(r) =0

Exemple.
r =1 est une racine du polynéme P(X) = X* —3X +2
r = 2 est une racine du polynéme P(X) = X° -8

r =1 est une racine du polynéme P(X) = X" -1

Théoreme. Le théoréme de factorisation des racines.

P(X) est un polynéme
= On peut factoriser (X —r)

r est une racine de P(X) CaDP(x)=(X-r) [Un autre polynd

nel
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3 Signe des trin6mes.

Pour déterminer le signe d'un trinéme P(X) = aX®+bX+c,

On recherche ses racines, CaD on résout ’équation
puis on factorise et enfin on fait un Bo tableau de signe.

On recherche ses racines, CaD on résout 1’é&quation

Iy a deux situations particulieres lorsque le trindme n'est pas tri.

aX’>+bX=0 aX’+c=0

2X2-3X=0 < X(2X+3)=0 2X2-3=0 < X%=3/y

Les solutions de 'équation sont r =0 et 1’ = =3/, I'équation admet 2 sol r = +1/3/9 etr' = —+1/3/»
Sinon on utilise le discriminant et les célebres formules

Théoréme 5. Signe des trindmes

Le signe de ax? + bx + ¢ dépend du discriminant A = b — 4ac.
> Lorsque A = b* —4ac < 0 Alors ax® + bx + c est du signe de a x°.
> Lorsque A = b? —4ac = 0 Alors ax? + bx + ¢ est un carré,

> Lorsque A = b? —4ac > 0, 1’éq admet 2 sol/racine r et 1’
et on a la factorisation ax® + bx+c = a(x—r)(x—r")
puis un bé tableau de signe.
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4 Un peude géométrie

Théoréeme 6. GEéométrie d’'un trindme.

Soit a,b,c € R avec a # 0.
On considére la fonction polyndémiale T de R a valeurs dans R définie par

VxeR, T(x)=a.x’+bx+ec.

Je note I' le graphe de la fonction 7. On a

y y

b

|
|
|
_ : ,
\ 2a, /
r’ l
|

Soml‘hcl

—00

De plus la fonction T ales propriétés suivantes

> T (x) — (signe de a).co
X—0o0
b . .
>Enx=- 23’ la fonction T présente un extremum.
a

b
> La droite d’équation x = v est un axe de symétrie du graphe I" de la fonction T.

Vocabulaire : La courbe I' est une parabole.

Démonstration : Soit a, b, ¢ € R avec a # 0. On considére la fonction polyndémiale T de R a valeurs dans R définie par VxeR, T (x) = a X2 +bx+c.
Pour la démonstration je suppose a > 0.

> On va montrer que T (x) — +oo
X—00

Si on fait rien, c’est une FI

Ona T (x) —ax’+bx+c

b
=ax2(1+—+—2) — +00.(1+0+0) = +00
ax ax X—00

-b
> On va montrer qu'il y aun minimum en x = %4
a

-b
On étudie les variations de la fonction T. Avec le tableau variation, il est clair que en x = 24 la fonction T présente son minimum
a

> On va montrer I'axe de symétrie
Voir exercice
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5 Un peu plus difficile.

5.1 Forme canonique et racine.
On considere le trinéme A (x) = ax?® + bx + cavec a#0.On a
c

b
X+ —x——
a a

Pourtout x €C, ax*+bx+c=a

On cherche a utiliser (x+ @)% = WP +2ax+a’

b)2 ¥ ¢ b)2 b? —4ac ( b)z A
=al|lx+—| ——+—-|=al|x+— = x+—| ——
2a 4a%2 a 2a 4q? 2a 4q?
—_ 1
-b+ VA -b—-VA
Application : On en déduit les célebres formules r = 2—\/_ etr' = 5 va
a a
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5.2 Décomposition en éléments simples.

Théoréme 7. Décomposition en éléments simples.
Soita,b,c,d,eeR.
On considere F la fraction rationnelle

dx+e
Vx # r, r’, F(x) = 5 ., . avecr r' les racines du bas.
ax+bx+c

> Ftape 1 : On factorise le trindme ax® + bx+c=a(x—r)(x—r')

dx+e B dx+e
ax>+bx+c alx—-nr(x—r"

Ainsiona F(x) =

> Etape 2 : On trouve a, § € R tels que

dx+e a B

!
Vx #nr, FX)=—7———= -
ax+bx+c LoX—r o x—r

c’estla décomposition
en éléments simples de
de la fraction F

2x+1

Exemple. On va décomposer en éléments simples la fraction ———.
—_— X*>—5x+6

Avec A, on obtient facilement la factorisation x> — 5x + 6 = (x — 2)(x—3)

2x+1 2x+1 o N B
X2-5x+6 (x—-2)(x-3) x-2 x-3

2x+1 _a(x-3)+p(x-2)
(x-2)(x-3)  (x-2)(x-3)

2x+1 (a+B)x+(-3a-2p)
— =
(x=2)(x-3) (x=2)(x-3)
L. a+p=2 (1)
Je choisis a, p tel que { 3a-2=1 (2)
Pour résoudre le systeme, on mélange (1) et (2
M+2%x@2)~>—-a=22+1=5
3x(1)+ @)~ pf=32+1=7
2x+1 -5 7

Conclusion: Vx #2,3,

= +
x2-5x+6 x-2 x-3
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5.3 Lien coef/racines.

Théoréme 8. Somme et Produit des racines d’'un trinome.
Soit T (x) un trindme,
on peut écrire T (x) =, ax*+bx+ c = alx=nr(x-r"
L 1

développé factorisé

Alorsona:r+r'==b/g  etrr'=¢/,

Démonstration : Pour la démonstration, le plus simple est le mieux. Comme on connait I'expression des racines r et ’, il est facile de calculer

r+r’etrr'.
, -b+VvA -b-vA _-b -b
rtr=———+———=2-—=—
2a 2a 2a a
-b+VA_  -b-VA
rr' = (———).(——)
2a 2a

Quantité conjuguée

()2 =2 _ b% — (b? - 4ac) _c
4a? 4a? a

Théoréme 9. Systeme d’équation Somme-Produit
Soit x, y deux réels. on a

+ =
{ ITV=S o yet y sont les racines du polynéme X2 — sX + p

Xy=p

Démonstration : On fait = et <

+y=s

= On suppose que
~ pposeq {XJ/:P

Onay=s-x, ainsixy=x(s—x)=—x2+sx=p

Donc x est bien une racine du polynome.

De méme pour y

< Clestle théoréme précédent.
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6 Exercices

Quantité conjuguée

Exercice 1. En utilisant la définition Racine, montrer V4 =2, puis que \/3+2\/§= 1+v2

Exercice 2. [Correction] Soit x> 1 un réel bien choisi. Simplifier |'écriture des réels suivants.
En particulier aucune racine ne doit subsister au dénominateur

243 1+v3 1-v3
A=2V20+3V5-2V45 B= v2 C= v3_1-v3
2v2-3 2-V3 2+V3
D= 1 e Vi+l-vx-1 Fe [x+1 [ X
Vitx-2 Vi+1+vVx—-1 X x+1
Exercice 3. [Correction] Exercice 7. [Correction] Montrer que :
Soit la fonction [f x—In(x+V1 +x2)]. X
V xell,2], <V2
Montrer que la fonction f est impaire. V2x-1
Exercice 4. [Correction] Montrer que :
Vxy>0, VET< x;y Exercice 8. [Correction] Montrer que :
1
VY neN*, vn+l-vVn<s —
vn 2vn
Exercice 5. [Correction] Montrer que :
Vx=0, ﬁ < l . i .
1+x 2 Exercice 9. Soit a, b deux réels positifs. Montrer que
. . . _ 2 2
Exercice 6. [Correction] Montrer que .1 : 21 < \/Esl bb la < a+b < [a*+Db
VxeR,, \/1+x<1+5x la +1p n(b) ~In(a) 2 2
Autour des Racines
Exercice 10.
1. Justifier que r est racine et faire les factorisations : X?>+5X+6 r=-2, X3-6X-2 r=2
2. Finir la factorisation : X*+1=(X?+V2X+1) [ ................. ]

3. Soit neN* et @ €C. On considére les polynémes

X?-a? XxX3-a% Xx*-af .. X" —a"

Justifier @ est une racine puis faire la factorisation par X -«

Exercice 11. [Correction] Soit le trindme T(X) = X*+ Xy +5X —2y* + y +6.
Justifier que —2y —3 est une racine du trindme T puis finir la factorisation.
En déduire la nature géométrique de I'ensemble des points M(x, y) vérifiant I'équation

x2+xy+5x—2y2+y+6=0
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TrindOme

Exercice 12. Soit T le trinéme défini par VxeR, T(x) = ax®+bx+ec.

b
Montrer que la droite d'équation x = ~2a est un axe de symétrie du graphe I" de la fonction T.
a
Exercice 13. Résoudre sur R, les équations/inéquations suivantes
¥ +2x-2>1 -x"=-x>1
W®42xt-1=0 e —e*-2=0
Exercice 14. [Correction] Montrer que : V (x, 1) € R%, *+2cos(x)t+1=0
Indication : on a t? +2cos (x) t+1=T?+2cos(x)T +1

Exercice 15. [Correction] Soit x,y € R. Montrer que : x2+xy+2y2 =0 = [x:yzo]

2

Indication : on a x* + xy +2y* = X* + Xy +2y°

— Lien: coef/Racines

Exercice 16. Soit x,y deux réels. Résoudre les systémes

x2+y2:5 x2—x+y2—y:0 x2+y2:5
2x-3y=2 x+y-1=0 xy=2
¥ +y?=5

Exercice 17. [Correction] On considére le systeme
Ly +11y =315

Je note s=x+yet p=xy

Calculer les valeurs possibles de s et p puis déterminer les solutions du systéme.
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Correction.

Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

A=2V45+3vV5-2vV95=+5]..]

B V2+3 B
S 2v2-3  ()2-()2

co _ e
2-v32+v3  ()2-(.)2

Do 1 _ VItx+2
Vitx-2  ()2-(.)2

E—\/XT_m— ()2 =(-+)2 B
VIHT+VI=T  [Varl+vVa—1)

S R L R .
F=y—% X+l Vx Vxrl Varlyx

Solution de I'exercice 3 (Enoncé) On va montrer brutalement que : VxeR, f(—x) = f(x)

VXeR, f(-=x)=In(—x+V1+x?)
| ( (2= )

=In| ———————

—x—V1+x2

-1
:ln(é) avec O=x+V1+x2
= —In(@) = ~In(x+ V1 +x2) = - f (%)
Solution de I'exercice 4 (Enoncé) Direct + quantité conjuguée.
Solution de I'exercice 5 (Enoncé) Direct

Solution de I'exercice 6 (Enoncé) On vy va direct

2 32 1 2
O O RV

1
Vx>0, 1+§x—v1+x: I = 0>
1+§x+\/m e

Solution de I'exercice 7 (Enoncé) Direct + quantité conjuguée.
Solution de I'exercice 8 (Enoncé) V neN*,
— ()2 = (.)? 1 1 1
n+1- \/ﬁ = = < =
Vn+l+yn vVan+l+yvn Vn+yvn 2yn

Solution de I'exercice 11 (Enoncé)  Soit le trinéme T(X) = X+ Xy +5X —2)° + y +6.
> Comme T(-2y—-3)=:--=0, le nombre -2y —3 est une racine du trinéme T;

> Comme r=-2y—3 est une racine de T, on sait que (X —r)=X+2y+3 se factorise

En effet, on a X2+Xy+5X—2y2+y+6= (X+2y+3)(X-y+2)

11/12
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> Soit M(x,y) un point du plan, on a

X2+ xy+5x-2)2 +y+6=0 < (x+2y+3)(x—y+2)=0

— x+2y+3=0 ou xX—-y+2=0
[ | I
C'est I'eq d’une droite C'est I'eq d’une droite

Donc I'ensemble rechercher est la réunion des 2 droites.

Solution de I'exercice 14 (Enoncé) Il y a plusieurs facon de la faire.
On peut factoriser le trinéme T2 +2c0s(x)T +1 (ou bien le mettre sous forme canonique)
Comme A = b? —4ac = 4cos? —4 = —4sin?(x) <0,
Le trindme est du signe de (l TZ] donc toujours positif. Fini.

Solution de I'exercice 15 (Enoncé) On met le trinéme en X sous forme canonique. Ainsi

x2+y2:5

Solution de I'exercice 17 (Enoncé) On suppose que x,y vérifie le systéme
Ly +11y =31,

Tout d’abord, comme 1/x + 1/y =3/2 , on a Forcément x,y sont #0.

De plus

donc 1/ +1/y =3/y <= 25=3p
> x2+y2:x2+y2+2xy—2xy:(x+y)2—2xy:sz—2p
donc x2+y2:5 — ?-2p=5

P +y*=5 25=3p

On a donc —
Uy +1iy =315 s2-2p=5

Il est maintenant facile de déterminer s puis p puis x et y.
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