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1 Comment calculer une dérivée.

Rédaction type.
> On justifie que h est dérivables de 2.

>PuisVxe 2, h(x) = i[h(x)]
dx

Reconnaitre/Dériver un mondme.

X2~ 2x
13~ 322
xt s 4x®
1
—=xlw(-)x %= —
X
== x 2w (-2)x 3= —=
1

VE=x s 1/2)x V2 =

1 2vx 1

-1/2 3/2 _

— =X ~(=1/2)x =

x 2xv/x

1 — xfn—l/Z ~(=n—1/2) xn—1/271 _
x"/x

Formules classiques.
d
T [2fw-3gw]=2[ ]-3[ ]
I fwew]=] Jsw+fw] |
dx x)gx)| = glx X

4
dx

fx
g(x)

[ Jgwesw] |
[g(x)1?

On calcule la dérivée

—-(n+1/2)

xn+1\/}

On simplife/factorise la dérivée

% La formule universelle : x% ~ a x*~
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Dérivée des composées.

—x[ln(u)]:u’% %[uz] =u'2u
L o= L) =u s
a [sin(u)] = u'.cos(w) % % = % [u_l] =u.(-Du?= u/.%
% [ch(w)]=u.sh(u) % [Vu]= % [u'2]=u/ (L) u'2 = u'.%

Formule générale : P [fw]=u f'(w
X

2 Les fonctions usuelles

2.1 Les Monome, CaD x*i%e,
Situations Particulieres. On a déja vu plusieurs manieres différents de calculer x= selon la valeur deO.

> Lorsque O = n est un entier > 0. On a alors n
VxeR, x"=x.x.x

> Lorsque O = —n est un entier < 0. On a alors

1
VxeR*, x"=—= =

| —
2 —
=

1
> Lorsque O = —. On a alors
vy = ¢/g % L'unique solution positive

Yaz0, a ) 2 .
De l'équation XP = a
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Théoréme 1. Autour de X“.
Comment calculer 27, 2‘/5, @)

Soita e Ret x> 0.

La facon la plus générale définir le nombre
x% est

de
X% :f ealnx

Graphe de % %%, %5, ...

y
y=x
2
=x
J’_ X
e
.
1A 7777777 /4
7/ I
/A
// |
7z |
// !
7/ |
}
0 1 X

Kulture utile.
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Formulaire
Le formulaire sur les puissances est valide.
Dérivation
On sait que : %) =2x, [x3) =3x2,

Les fonctions X% sont dérivable sur 2’ = R}

VxR, < [x]=[x] = qx!

Graphe de x,x'/2,x'/3 ..
y

> Lorsque a > 0, la fonction [x — x%] est croissante.

> Lorsque x est "petit", CaD x €]0,1]

0<x®<xl<x<yx=x'2<1

> Lorsque x est "grand", CaD x > 1

I<vx<x<x®<i®
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2.2 Puissance Bouge, CaD al = abouee,
Définition 2.

def
6lb= abouge = eblna

On a par exemple

2% — exln2
x* = exlnx
(sinx)* = e*InGsinx)
(sin x)Si¥ = @sin(®)In(sin.x)
(In _x)lnJC - eln(x) In(In x)

Théoréme 3. Propriétés de la fonction x — 2*.

La fonction [ZX ] est dérivable sur R et

d d
VxeR, — [2¥] = —
e dx[ ] dx

orle*) =u' e*

=In(2) @ = n(2) 2*

i
XIn@ ]

2.3 Logarithme/Exponentielle

Théoréme 4. Propriétés/Formulaire de la fonction In.
> La fonction In est dérivable yeof

sur 2 =10, +oo|

Vx>0, i[ln(x)]= [In(x)]’ In(e)=1 1
dx

=1/x 0

> Le fonction In réalise une bijection (one-to-
one) de & =10, +oo[ sur Im =R

In(1)=0 In(e)=1

Formulaire :  V a,b,x,0€R}

In(ab) = In(a) + In(b) ln(l) =-In(x) In(@% = aln@)
X

Ilyaaussiln(@/p ) =In(a) - In(b)
In(a)
In(b)

Attention : les nombres In(a) In(b) et ne se simplifient pas

Démonstration : le formulaire se démontre, on le fera en classe.
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Théoreme 5. Propriétés/Formulaire de la fonction exp.
> La fonction In est dérivable sur Z =R yed

d /
v ,—[er]=[e*] =e"
x>0 dx[e] [e'] =e

>> Le fonction exp réalise une bijection (one-

to-one) de Z = R sur Im = ]0, +o0] el=e~2.

Formulaire : e* c’est une puissance
donc c’est le formulaire sur les puissances est valide.

Démonstration : le formulaire se démontre mais c’est plus délicat. On y a reviendra plus tard.

Théoréme 6. Lien entre In et exp.
Les fonctions In et exp forment un couple

Bijection/Réciproque,

CaDVx>0, yeR IH(X) =)y — X= eXp(J/)

De plus yed

>VxeR, In(e¥) =x

>Vx>0, "W = x
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2.4 Sinus hyperbolique,.....

Définition 7.
Les fonctions cosinus hyperboliques et sinus hyperbolique sur R, notées respectivement ch et sh, sont définies de R a valeurs

dans R par
X —X X _ ,—X

VxeR, ch(x):% et sh(x):e

Théoreme 8. Propriétés des fonctions sinh et cosh.

y
Graphe de ch Graphe de sh
P y
4 0 .
1
1 0 1 X

Propriétés des fonctions ch et sh

> Comme la fonction Cosinus, la fonction ch est dérivable, paire et ch(0) = 1.
Deplus VxeR, ch' (%) = [ch(x0)] = sh(x).  compiement: lch(w)l = i’ .sh(w)

> Comme la fonction Sinus, la fonction sh est dérivable, impaire et sh(0) = 0.
deplus VxeR, sh'(x) = [ch(X)] = ch(x).  compiement: sk’ = ' .ch(w)

>SVxeR, chz(x)—shz(x) =1

Tangente hyperbolique (th ou tanh)

Théoréme 9. Définition et propriétés de th
La fonction tangente hyperbolique, notées th, est définie de R a valeurs dans R par

def sh(x) e*—e™*
v R, th = = —
xe (=) ch(x) eX+e X

Graphe de la fonctions th.

Propriétés de la fonctions th.

> La fonction th est dérivable sur R.

> La fonction th est strictement croissante, impaire sur R.

>Onaleslimites lim th(x)=1 et lim th(x)=-1
X—+o00 X——00

> La fonction th réalise une bijection strictement croissante de R sur -1, 1[.
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3 Notion de fonction.

3.1 Ensemble de définition.

Définition 10.
w'est ce qu'une fonction?
Une fonction f de & a valeurs dans 27 est une correspondance
qui, a tous éléments x de Z associe un unique élément de <7, noté f (x).

D —

Notations classiques : fou [f:x— f(x)] ou e f(0)

f:

Ensemble de 7 ¢finition.
2, c'est'ensemble de Définition/Départ de la fonction f.
Comment déterminer 7 ?
T On sait que : x€ ¥ < on peut calculer le nombre f(x)
Rédaction type pour 9.

Liste

On peut calculer le nombre f (x) Ssi { des conditions

Conclusion : la fonction f est définie sur 7 = .......

Théoréme 11.
On consideére une fonction numérique f de 2 a valeurs dans &/

> Ne pas confondre : la fonction f et le nombre f (x).

Plus précisément f (x) cest la fonction évaluée, appliquée en x.

> La grande propriété "évidente" des fonctions : Lorsque x =2 alors f (x) = f (2)

Plus généralement, Lorsque x = x alors f (x) = f (x')

3.2 Paire-impaire, Pél‘iOdique,...Avec des quantificateurs

Définition 12.
On consideére f une fonction numérique définie sur 2.

Paire/impaire.
> On dit que la fonction f est paire Ssi ......c.ccecevvecererereennee

> On dit que la fonction f est impaire Ssi ........ceceevveververreennenne
Périodique.

On dit que la fonction f est T-périodique Ssi.......ccccevevcvrevvecirercnnennn.
croissante.

On dit que la fonction f est croissante Ssi ........c.cceeeeeereeveercneneenne.

On dit que la fonction f est Majorée Ssi .......ccccceevereneneenencneneenen.

On dit que la fonction f est Bornée Ssi ........ccceceeveenieveenenencnnene.
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3.3 Antécédent et Graphe

Définition 13. Représentation graphique
Soit f une fonction numérique définie sur 7

La représentation graphique d’'une fonction dans un repére orthonormé
est la collection des points de coordonnées (x, f(x)) ou x varie dans 2.

yeof
y=xIn(x)
y=fx) t------------- /M = (x, f(x))
0 ; Xe9
1 x

Définition 14. Antécédent-Image.

Soit une fonction f de 2 avaleurs dans </ et xe Y et ye /.

On suppose que y = f(x)

Du pointde vue de x = a. Du point de vue de y = b.

Comme y = f(a), Comme b = f(x),
on dit que y est 'image de a.

on dit que x est un antécédent de b.
o

o

y=f(a),l'imagede a + RN -
9

Théoréme : Les antécédents de b sont
les solutions de 1’équation f(X)=5b

QT -3
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4 Opérations sur les fonctions.

4.1 Somme, Produit, Quotient, Composée.

Définition 15.
Somme-Produit-Quotient
On considere f et g deux fonctions numérique définie respectivement sur 7y et Zg
On définit les fonctions

1

X/ —

[f+gl:ix— f(X)+g(x), [fgl:x— f(x).g(x) et ®

1
f
Composée des fonctions

On consideére f et g deux fonctions numériques
On appelle composée de f et g, notée go f la fonction

(gof):x— g(f(x)) =g avecO= f(x).

On peut détailler en écrivant x N fx)=y £, gy =g(fw)

Attention:Engénéral gof # fog

Théoréme 16. Ensemble de définition de go f

> Au brouillon, on identifie : x R fx)=0 £, g =g(f®)
> Puis on rédige.

On peut calculer le nombre k(g (f(x))) Ssi { xeIy

y=0=f(x)eZg

4.2 Continuité et Dérivabilité.

Définition 17. Continue.
On consideére f une fonction numérique et a€ 2.

Définition de Continue.

La fonction f est continue en a Ssi f (x) — f(a)
X—a

Interprétation "intuitive".
Quand x se rapproche de a alors le nombre f(x) se rapproche du nombre f(a)

Interprétation géométrique.
Le graphe de la fonction f n’a pas de discontinuité au point a.

Complément : On dit que la fonction f est continue sur

Ssila fonction f est continue en tous les points de Z.

Théoréme 18. Les résultats classiques

> Toutes fonctions usuelles sont continues sur leur ensemble de définition.

> Les fonctions fabriquées avec les fonctions usuelles et les opérations classiques sont

continues.

9/15
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Définition 19. Dérivable
On considére f une fonction numérique et a€ 2.

fx)-f(a) Ny

Dérivable. La fonction f est dérivable en a Ssi Ty (x) = e
x-a -

On note alors ¢ = f(a).

Interprétation géométrique.

Le graphe de la fonction f admet une tangente au point a.

Complément : On dit que la fonction f est dérivable sur 7

Ssila fonction f est dérivable en tous les points de 2.

Théoréme 20. Dérivable
Dérivabilité des fonctions usuelles.

Les fonctions usuelles sont dérivables sur leur ensemble de définition,

*

saufla fonction [\/} ] qui est définie et continue en R, et dérivable sur R}.

La fonction [\/X ] n’est pas dérivable en 0.

Attention, Les réciproques sont fausses. On a

f estdérivable sur ¥ = f est continue sur ¥ = f est définie sur &

Contre-Exemples

> la fonction x — | x] est définie sur R mais elle n’est pas continue R.
Plus précisément. Elle est continue en a Ssi a ¢ Z et elle n’est pas continue en a Ssi a € Z.

> la fonction x — |x| est définie et continue sur R mais elle n’est pas dérivable sur R continue R.

Plus précisément. Elle n’est pas dérivable en 0.

Théoreme 21. Régles classiques de dérivations
On considere f et g deux fonctions dérivables sur

> Alors V (A, u) € R, la fonction A f + g est dérivable sur 2.
Deplus (Af +ug) =Af +ug’

> Alors la fonction f.g est dérivable sur 2.
Deplus (fg)'=f'g+fg

> Si de plus g ne n'annule pas alors g est dérivable sur 2.

De plus (g), = %

> On considere f et u deux fonctions dérivables.
On suppose que la composée f o u est définie sur 7.

Alors la fonction f o u est dérivable sur Z. De plus on a

(fow)' =u'.(f ou), CaD %[f(u)] =u'.f'(w)

10/ 15
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5 Variations des fonctions.

Définition 22.
Soit f une fonction numérique définie sur Y et I ¢ 2

> On dit que la fonction f est croissante sur I Ssi
Vexel, [x<x = f(x)<fx)]

interprétation : une fonction croissante conserve les inégalités.

> On dit que la fonction f est décroissante sur I Ssi

vx,x'el, [x<x' =fx)z=fx)]

interprétation : une fonction décroissante inverse les inégalités.

Théoréeme. Pour déterminer le variation d'une fonction

>On détermine Z et &’
> On calcule f' puis on FFB.

> On conclut avec un b6 tableau de signe/variation.

Exemples

T
> La fonction Sinus est croissante sur [—5, E] .

. . . . 4
> La fonction Sinus est décroissante sur [E,ﬂ] .

> La fonction Sinus n’est pas monotone sur R.
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6 Exercice

Calcul de dérivée

xercice 1. alculer la dérivée pour les fonctions suivantes On ne cherchera pas a déterminer , I'ensemble de dérivation.
E 1. Calculer lad pour les fonct tes o herchera pas 3 d 78 ble de d

e " ad ex (— ! ) !
eX—1 Pim%2) In(3-2x)

1 . (In(2x)
ln(l—lnx) m sm( )

Exercice 2. Calculer la dérivée On ne cherchera pas a déterminer 2, I'ensemble de dérivation.

1

N V1-2v1i-x, Vx2-2x-3, (nx)™*
-X

Exercice 3. Pour les fonction suivantes, déterminer &, 2’ et calculer f’

+X

fx)=In(2-x) 3x+7

c fW=\1— . f@=VininG) , fW=- "

Exercice 4. [Correction] Montrer que la fonction définie par I'expression f(x,y) = y.In(x? — y?) vérifie

Lo 10f _fwy)
x0x yady y?

cosh, sinh, tanh

Exercice 5. Soit a,beR. Montrer que cosh?(a) —sinh?(a) = 1
Exercice 6. Soit a,b€R. Montrer les formules suivantes

cosh(a + b) = cosh(a) cosh(b) + sinh(a) sinh(b)

sinh(a + b) = sinh(a) cosh(b) + cosh(a) sinh(b)
tanh(a) + tanh(b)

tanh(a+b) = 1+ tanh(a) tanh(b)
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Généralités
Exercice 7. On considére la fonction f:x— f(x) donnée approximativement par le graphe suivant

Dessiner les graphes approximatifs des fonctions suivantes
y fix— fx)+1

fix— f(x+1)

fix— f(2x)

Exercice 8. [Correction] Montrer que les fonction suivantes sont impaires, CaD que Vx€ 2, f(—x) =—f(x)

2x_1

) et f(x)= e - et f(x) :ln(x+ V1 +x2) Plus difficile

e>* +1

2021+ x

f(X) :ln(m

— Ftudede fonctions ——

Exercice 9. Pour les fonction suivantes, déterminer 2, &' et calculer f’

! VBX+7
f@=le-x , fe=\1 . f@=Vie , fe=12

2x+1
x+2

Exercice 10. Etudier la fonction h:x-—»ln(

Exercice 11. A I'aide d'étude de fonction, démontrer les inégalités suivantes (et interpréter géométriquement)

1 T 2
Vx>-1, InQ+x)<x Vx?—l,\/1+xs1+§x VxE[O,E], —x<sin(x)<x
b4

Exercice 12. On considére la fonction f de R a valeurs dans R par
2 n
P l
VxeR, fux)=e (1+ T + 51 +..+ n!)

Calculer et simplifier f'(x)

Exercice 13. On admet qu'il existe une fonction arctan:R — R dérivable telle que : V x € R, arctan’(x) =

+x2
.. 1
On considére la fonction f définie par : f(x) = arctan (x) +arctan(—)
X

Déterminer 2 et 2'. Calculer et simplifier f'.

Exercice 14. On admet qu'il existe une fonction arcsin définie, continue sur [—1,1] et dérivable sauf aux bornes
- . 1 .
On considére la fonction f définie par f:x— f (x) = arcsin(v/x) — Earcsm(Zx— 1)

Déterminer 2 et 2'. Calculer et simplifier f.

Exercice 15. [Correction] Montrer que : Ya,beR,, ab<blnb+ e !
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Correction.
Solution de I'exercice 4 (Enoncé) On a
of  2x of . 2 o 2y .2 9 2y?
a—ym et 5—1H(x —y)+yx2_y2—ln(x _y)_xz—yz

10 10 2
Ainsi——f+——f— J

X 0x y@y_xz—y2

L. 2 2 2y
+—In(x“-y9) -
y x2—y2
1.2 2
=—In(x“-y°)
y

1 1
== y.In(x?-y?)| = —fxy
y y

Solution de I'exercice 8 (Enoncé) On a

f(=x) =ln(

2021 —x)
2021 +x

O
Oron alaformule In|=|=In(d) =-1n T

) ln(Haut) :—ln( Bas )
Bas Haut

al -

(2021+x
=-In

2021—x) =/

—2x
e -1
(%) = —5r—
! e 2% +1
1

e2x -1

_32)( +1
1- er

T 1+e2x

=-f(x)

f(x):ln(x+vl+x2)
| ((...)2_(...)2)
=n| —
V1i+x2+1
:...=_f(x)

Solution de I'exercice 15 (Enoncé)
On fixe une des 2 variables puis on fait une étude de fonction.
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