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Théoréme 1. Combien d’entier !

Il'y ala formule générale
nbr de terme = Fin - Début +1

1 Les Sommes classiques.
On peut écrire une somme de deux facons différentes
> Présentation développée avec ---, CaD a; + az +--- + ay.

n i=n
>Aveclesymbole ), CaD ) ax ou Y a; ou ) aj ou Yy  ag

k=1 i=1 1<js<n le{1,2,..,n}
Définition 2. n
Z signifie: Onsommede k=1ak=n
k=1

Dans une somme,
> il faut bien comprendre le role et le sens de I'indice Fantéme de sommation.

> Il faut étre capable de jongler entre «Présentation développé» et «symbole Z»

Exercice 1. [Correction] Ecrire les sommes suivantes avec un symbole ) ou développer

Si=1-x*+x =t (=" x*"

Sy =21 432272 434 "3 L 32072

zis 1 ) 2018
S3 = — S5 = —
2 3 2
k=1 k k=1 k
k pair kimpair
1 .
84 = Z — Rappel : &2 c'est I'ensemble des nombres premiers
pe?

Exercice 2. [Correction] On considére les suites (Up)nen €t (Vi) nen définie par

21’!1
et V=) —
k:nk

| =

2n
Up= ),
k=n+1

1. Déterminer les signe de Uy41 — Uy, et de Vi — V.

2. Montrer que : V,,— Uy — 0
—00
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2 Opérations.

2.1 Opérations "simples".

Théoréme 3.
Soit ay, ay, ..., an et by, by, ..., b, des complexes, on a

> Les sommes classiques
1+1+1+..+1=lenombrede plateau

o@+1)
1+2+3+...+D=T
OoO+1Eea+1

> Regrouper, distribuer.
On peut regrouper et distribuer les sommes finies

n n n n n n
Y oag—) b= (ax—br) et (ak+bi) =) ap+ ) by
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

> Factoriser.
On peut factoriser.

n n
Y (Aax) =AY ax avec A nedépend pas de k
k=0 k=0

> Disjonction pair-impair.

Ona
n

n def & n

Z aj = Z ay = Z aj + Z aj
k=0 k=0

tous kpair kimpair

n
avec Y ap=ap+dax+ag+..et Y ap=aj+az+as+..
k=0

k=0
k pair kimpair

Les démonstrations sont évidentes dés que I'on détaille les sommes sous forme développées

Démonstration :
n n n
Y ap— Y bp=(ag+a1+..+an)— (bo+b1+..+bp) =(ap— bo) + (a1 — b)) +....+ (an—bp) = Y_ (ax— by)
k=0 k=0 k=0
n n
Y (Aag)=Aag+Aay +..+Aap=Mag+ay +..+ap) =1y ai
k=0 k=0
n n
Z ay = Z ar=ap+ay+..+ap=(apg+ax+as+---)+ (@ +az+as+---)
k=0 k=0

tous

Exercice 3. [Correction] Calculer les sommes et les produits suivants

n def n n 3n n 2n
Y k+1 = (Z k)+1, Y (k+1), Y Bk-1), ) i(i+2), ) max(k,n)
k=1 k=1

+1 =
k=1 k=n i=0 k=1

11 (2k.25), T2t

k=1 k=1

Exercice 4. [Correction] On admet dans cette exercice que les sommes infinies se manipulent comme des sommes finies.
S 1

x® 1 n? - 1
Sachant que ) @ =g Caleuler > 2 St S3= ) 2
k=1 k=1 k=1
kimpair
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2.2 Ré-indexation
Définition 4.

Une ré-indexation consiste a changer 'indice de sommation
mais la somme, elle, ne change pas.

Exemple.

Soit n€N. On considere que S=1+2+3+---+n= Y k

k=1
Je ré-indexe la somme avec k=n+1-p,
n k=n
Onsaitque S= ) k=)
k=1 k=1
et on remplace k par .+ 1 p, ainsi
k=n n+l-p=n p=1
S=) k= ) e =) (n+1-p)
k=1 n+1_p:1k:n+l—p p=n
n k=n
Conclusion:S=) k=) k
k=1 k=1
p=1
= (n+1-p)

=n

p
On remet les bornes en croissant

n
=Y (n+1-p)
p=1
La ré-indexation est finie et le calcul se poursuit

n n

S=142+3+--+n=) k=) (n+1-p)
k=1 p=1

= Ondistribue

n n
=Y m+H->p
p=1 p=1

On calcule les sommes
=(n+1)xnbrdeplateau—S

= 25=(n+1)n = S= 2

Exercice 5. [Correction] Ré-indexation

n
1. Soit la somme A, =Y k*.
k=1 n
Ré-indexer avec k= n—p puis en déduire la valeur de A, = Z k.
k=1

n
2. Soit la somme B, = Z k2k.
k=1 n
Re-indexer avec k= p+1 puis en déduire la valeur de B,, = )_ k2k.

k=1

nn+1)

3/11



Chapitre 6- Les sommes.

3 Somme géométrique.

Théoréme 5. Lindispensable formule des sommes géométrique

n 1—|:|"+1
LorsqueO#1, Y OF=——+r
k=0 1-0

Exercice 6. [Correction]

1. Calculer les sommes suivantes

1+@+q*++¢"  1-g+q¢* -+ +(D"g" 1+V2+2+2V2+--

2. Soit xe C*. Calculer les sommes suivantes

n n
Z(_l)k k Z (22k+n.3n—3k)’ on=1,g2 on=2 | g4 on-3 | | 32n-2
k=0 k=0

n n
3. Calculer les produits suivants H (2k.2k), H(—Z)k
k=1 k=1
Exercice 7. Montrer que
1 -1 n+1x2n+2
VXeER, ——==1-x*+x*— 4+ ()" x*"+ =D
1+ x2 1+ x2

Exercice 8. A |'aide des sommes géo, montrer que

VY a,beC, a*—b"=(a-b)(@ ' +a" ?b+a" 3’ +...+ab" >+ ")

Exercice 9. [Correction] Rappel : On sait que 2017 =7.10° +1.10" +0.10* +2.10°

Calculer 11---1  puis 1+11+111+1111+.....+11---1
—_—— —_——

n fois n fois

n
Exercice 10. [Correction] Soit x € C—{1}. On va avec différentes méthodes, calculer Z kxk
k=0

nx"?2 - (n+1)x" +x
(1-x)?

n
1. Méthode 1. Montrer que : Z kx* =
k=0

2. Méthode 2. Finir le calcul suivant

n
> kx¥=0+1+2x+3x%+4x° + ...+ nx"!

k=0

3. Méthode 3. Re-indexer la somme avec k= p+1 puis conclure.

+2n
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4 Dominos ou Somme Télescopique.

Exemple 1
Soit 7 € N*. On considere la suite (S;,) ;e définie par

LN |
S, =
" kglk(k+l)

1 _a_ b
k(k+1) k k+1

Q1. Soit k e N*. Montrer qu’il existe a, b tel que

Q2. En déduire la valeur de S,,.

Q3. Lasuite (S,) zeny converge-t-elle?

Théoréme 6. Synthéese de la méthode.

fin

Sp = Z Plateau = On modifiie le plateau avec I'indication du texte.

Début

AN

On simplifie

1
Exercice 11. Montrer qu'il existe a, b, ¢ tel que VkeN"*

L 1
En déduire Z

Exercice 12. A I'aide des domino, montrer que

Y a,beC, a*-b"=a-b) @ ' +a" *b+a" 3’ +..+ab" 2+ b ]

Exercice 13. [Correction] Simplifier (n+ D3 -nd.

n
En déduire le calcul de Z K2
k=1

" kk+D(k+2) K

S kk+1)(k+2)

On détaille les "nouvd" plateaux

. b
k+1

C
k+2
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5 Somme du binome.

Définition 7. Coefficient du binome d’ordre 7, k

Soit ne Nunentieret k€ {0,1,...,n},CaD0<k<n

~ kl(n-k)!

n)\ def n!
k

Le coefficient du binéme d’ordre n, k estle nombre : (

Théoréme 8. Propriétés des coefficients du binome.
Soit n € N un entier et k € {0, 1,..., n}.

> A savoir:

n n
Les coefficients sont des entiers et on a (0) =1, (1) =n

> Triangle de Pascal et formule du pochoir.

n n
Les coefficients se disposent en triangle et on a la formule ( k) + (

> Propriétés de la ligne n du triangle.
- début-fin : Lalignen estdelaforme:1,n,..,n,1

P n\|_(n
- Symétrie : Ona(n_k) = (k)

- Maximum : Les coefficients sont croissants de k = 02 k = /9 et decroissante de..

Conséquence : le plus gros coefficient est donc au milieu

Formule(s) du Binome de Newton.

Soitd,a,be C. Alorson a

n

Q+O)" =)

k=0

ny_k n <
] (a+b)"=)_
k k=0

Exercice 14. [Correction] Soit x € C. Calculer les sommes suivantes

£l g

k=0 k=0

=
it
—_——

k=

Exercice 15. [Correction]

n n
1. Calculer ) (n): > (n)
k=0 k k=1 k
k tous

2. En considérant (1+1)" et (1-1)", Calculer

£ (- < £ G

k pair kimpair

k+1

k+1
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6 Majorer/minorer/Encadrer une somme.

Théoréme 9. Comment majorer une somme

n

n
On considere la somme Z ap = Z Bofx

k=0 k=0 plateau n°k

> Etape 1. Pour k€ {0,1, ..., 1},
onmajore Bofy < My avec Wikking ou Q1
—

plateau n°k
> Etape 2. On somme l'inégalité de k=0a k=n

n n

Ainsi Z aj < Z M
k=0 k=0

< On calcule la somme

Exercice 16. Soit neN* et t>1. Onsait que : t"—1=(-D)[t" '+ "2+ 41 +1]

Montrer que : " —1<nt" ' (t-1)

n
1
Exercice 17. Pour neN*, on considére H,, = Z T
k=1
1
Montrer que : ¥V ne N, > <H,,-H,<1
LS|
Exercice 18. [Correction] Pour n€N*, on considére H, = ) p
k=1

1. Montrer que : VrneN*, In(n+1)-Inn<—.
n

2. En déduire que : VneN*, In(n+1)<H,
no1

Exercice 19. Pour neN*, on considére S, = ) =
k=1

1
1. Montrer que : Vn=2, — <
n

2. En déduire que : YneN*, §,<2.

3. La suite (S;) converge-t-elle ?

. . . n 3k+1
Exercice 20. Pour neN", on considére S, = Z In T:
k=0

1. Montrer que : Vx=0, In(I+x)<x
2. En déduire que : VneN, S,<3/y

3. La suite (S;) converge-t-elle ?
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Correction.

Solution de I'exercice 1 (Enoncé) On a

>8=1-x2+x ot (=1 = Z( )"

> 52:2n—1+32.2n—2+34.2n—3 .4 32n=2 _ Z on—1- k(32)k
k=0

1 1 1

Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

2n+2 1 2n 1
Ups1-Un= ) . > %
k=n+2 k=n+1
On simplifie la partie commune.
1 1 1
= —+ —
2n+1 2n+2 n+1
L ] L ] L ]
k=2n+1 k=2n+2 k=n+1

(2n+2)+(2n+1)—2(2n+1) 1
2@2n+1(n+1) 2(2n+1)(n+1)

La suite (Uy) est croissante.

k=n+1 k k=n k
On simplifie la partie commune.
1 1 1

= — + — —
2n+1  2n+2 n
—_
k=2n+1 k=2n+2 k=n

2n(n+1)+n@2n+1)— 2(2n+1)(n+1) -3n-2

2n2n+1)(n+1) 2n(2n+1)(n+1)

La suite (V) est décroissante.

On simplifie la partie commune.
1

=— — 0

1 n—oo
Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

Les sommes

n n

> Y k+l= Z =t
P i
n n

> Y (k+1)= Zk+21_n("+l)
k=1 =3 2

3n _
S Z(Sk H= 3Zk Zl 3 3n(3;1+1)_(n21)n

n
> Zi(i+2)=z(i2+2i)=zz‘2+zzi
P : :

i=0

-1B8n—-n+1)

2n
> Y max(k,n) = Z max(k, n) + Z max(k, n) = Z n+ Z k
k=1 k=1 k=n+1 k=1 k=n+1
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Les Produits

n
> [] (Zk.zk) =22 222% 2323 . 2.p2" =2"ppl A3t AN
k=1

_nn+1)

De plus 1+2+3+---+n 5

n
> H (—2)k :.(_2)..(_2)2..(_2)3.”".(_Z)n.: (_1)1+2+3+---+n 21+2+3+---+n
k=1

Solution de I'exercice 4 (Enoncé) On a

= On réindexe avec k=2p

T
| -

k=1
k pair
X1 _f 1 _1% 1 17a° n?
Siep? fmapt 4 o p? 46 24
o0 o0 o0
De plus Z s = Z et Z -+, ainsi
tous pair impair
°z°: 1 Of, 1 f 1 7% n% a?
impuirk2 t0u8k2 pairk2 6 24 8

Solution de I'exercice 5 (Enoncé)

An = Voir exemple du cours.

n
By=Y ko
k=1

On réindexe avec p=k+1

n-1
=Y (k+1)2k*1
p=0

n-1
=Y (k+12k2
p=0

n-1 n-1
=2Y k2k412) 2k
p=0 p=0

=2 (By—1+ I_OI
p=0

+2x (Somme Géo)

1-2"
1-2

=2 +2x

B, — n2"
| N
p=n

On en déduit la valeur de By,

Solution de I'exercice 6 (Enoncé)
1. Ona
> 1+q%+q*+---+¢*". On applique la formule avec O =g et 2n.

>1-g+@ -+ +(=D"q"=1+0+0%+---+0" avec O=—¢.
On applique la formule.

> 1+V2+242v2+4--+2" =140+ 0%+ +0%" avec O= V2.
On applique la formule avec O=v2 et 2n.

2. Ona
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n n
> Y DRk = Y of =140+ 407
k=0 k=0

n n n
> Y @¥Hn3n=Sky =y on 2kan 3=k Zon3n Y 2373k _on3n(1 404+ 0% avec O=41y;
k=0 k=0 k=0
n-1 k k
> o7l g2 9n-2 g4 on=3 | 32n-2 Yy [2”_1_ ,32 ] puis on continue comme ci-dessus.
k=0

- _ 1-10" 10"-1
Solution de I'exercice 9 (Enoncé) OnaVneN, 11---1 =1+10+10%+---+10" 1= —— =
———

1-10 9
n fois
Ainsi
no10k -1
VneN, 1+1l1+..+11---1=3%"
— = 9
n fois -

1 n n
=—|Y10fF-Y1

Ik k=1
C1f10mt- 10" -9p—1
) 9 B 92

Solution de I'exercice 10 (Enoncé)

1. Récurrence.
2.

!/ !
1+2x+3x2+4x3+...+nx”‘1:[x]’+[x2] +[x3] Ho o+ [x
/
=[x+x2+x3+~~~+xn]
!
=[x(1+x+x2+x3+~--+x"_l)]

) [x( 11_—x: )

/

3. Voir exercice 4.
Solution de I'exercice 13 (Enoncé)
OnaVvkeN, (k+1)3-k3=3k>+3k+1

On somme I'égalité de k=1 a k= n ainsi

n n
Y k+1P-k =) 3k +3k+1
k=1" ' k=1

n
> A Gauche : " [(k+1)* - k%] = Domino =(n+1)3-1%.

k=1
N n n n n n 1
> A Droite : ) [3k%+3k+1|=3) K*+3) k+ Y 1=3) K243l
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 2
n(n+1) _nn+1)@2n+1)

3
n+1 _]__3—_” =
( ) 2

n
1
Conclusion : Y. ==
=1 3 6
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Solution de I'exercice 14 (Enoncé) On a
n

 (n k n\*
> k -D¥=) O =1+O)" avec O=—-x

k=0

1 1

)xk: Z xk— X+ =(1+x)n+1—x"+1
| A
k=n+1

M

n
( )xk = On réindexe avec p=k+1

i—o\k+1

1

L e

:1U1+m"—u
p=0 p=o| *

Remarque : le calcul est valide pour x #0.

La situation particuliére x =0 est facile a traiter

Solution de I'exercice 15 (Enoncé)

n n
1. Ona ) (Z): Y (Z)lk:(l+1)”:2".

k=0 k=0
2. A I'aide d'une disjonction Pair-Impair, on a
n n n n
n_ n_ n n N n n
2"=1+D"= ) (k)+ Y (k) et 0=(1-1) Yy (k) Y (k)

k=1 k=1 k=1 k=1
k pair kimpair k pair kimpair

o (n 7 n 1
Ainsi on trouve Y = ) =N~
k=1 \k =1 \k
k pair kimpair

Solution de I'exercice 18 (Enoncé)
1. Différence.
2. J'applique I'inégalité avec 1,2,3,...,n ainsi on obtient
In2) -In(1) <1/

In@3)-1nER) < 1/y

In(4)-1n@3) < 1/3
In(n)-In(n-1) <1/, 1

In(n+1)-lnns<l/y,

Puis on somme les inégalités.
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