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1 Les complexes.

1.1 Lenombrei.

Définition 1. le nombre i
Le nombre i est 'unique solution dans ............
de I'équation X? = —1.

Un autre points de vue

res des siecles de vaines recherches, les "anciens" ont admis/accepté que
A d les d herches, les " "ont ad / t

I'équation X? = —1 n’a pas de Solution/Racine dans R

2
Puis des esprits ingénieux ont eu 'idée d'introduire un nombre "imaginaire", noté v —1 vérifiant (\/ - 1) =-1.

Apres quelles manipulations, on s’est rendu compte que la notation v —1 pouvait aboutir a des contradictions

=1 [1 V1 1
Parexemple:vV-1={/ — =1/ — = — = ——
P 1 -1 V-1 V-1

— (\/—_1)2 -1 OUPS

Les contradictions viennent de la notation v'—1 et de la formule vVab = vav'b
Conclusion : On a remplacé la notation v —1 par i, CaD v —1 = i et depuis tout va bien.

Définition 2. Le nombre i, imaginaire

Il existe un nombre, noté i, tel que i2=-1

Le nombre i n’est pas un nombre réel, c’est un nombre "imaginaire"

mais il suit les mémes regles de calculs que les autres nombres

Ainsion a i% = —1 et aussi
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Bonus : l'équation X* = —1 admet exactement 2 solution X =i et X = —i.
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1.2 Les complexes.

Définition 3. Lesnombre z = a+ib
On peut "mélanger” les nombres réelles avec le complexe i
ainsi on obtient les nombres complexes a +ib avec a, b € R

L'ensemble des nombres complexes est noté C.

La forme a+ib est la forme cartésienne ou algébrique d’un complexe.

1
Par exemples: 2 +3i, —-3+5i, E_i’ 3=3+0i, 2in=i2n) =0+ (2n)i

Théoreme. Opérations avec les complexes
L'addition/soustraction, produit/Quotient, puissance d'un complexe
est encore un complexe

Vocabulaire.
Les nombres a = a + 0i sont les nombres réels "classiques".

Les nombres ib = 0 + i b sont les nombres imaginaires purs.
Les nombres a + i b sont les nombres complexes.

Partie réel, partie imaginaire
Soit z = a+ ib un complexe avec a, b € R.

> Le réel a est la partie réelle du complexe z, notée Re(z).
> Le réel b est la partie imaginaire du complexe z, notée Im(z).

Théoréme. Soitz=a+ibetz =a +ib

> Unicité. La forme cartésienne est unique.

a+ib=c+id < { Z:;

> Caractérisation.
z=a+ibeR < b=Im(z)=0.
z=a+ibeiR < a=Re(z)=0
> Formulaire.
Re(z + z') = Re(z) + Re(2)
Re(2z—32z') = 2Re(z) — 3Re(z)
Attention : Re(z.2)) # Re(z).Re(z)) et Re(z") # (Re(z))n

On a de méme pour la partie imaginaire Im
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2 Conjugué, Module, Quotient.
2.1 Conjugué.

Définition 4. Conjugué
Soit z = a+ ib un complexe donné sous forme cartésienne.

On appelle conjugué de z, noté z, le nombre complexe défini par :

z=a+ib Y a—ip

Exemples:2=2+i0=2, i=0+1li=—i, —-2+3i=-2-3i

iR
-z=-a+ib ib ;
O *z=a+ib
1
. o
—z:—(,l—ib E:a—ib

On a la remarquable propriétés :
z.z=(a+ib)(a-ib) = (@)* - (ib)* = a* + b*

Théoréme 5. Formulaire
Soit z=a+ib, Z = a— ib des complexes
> Géométrie.
z c’est le symétrique de z par rapport a 'axe R.
zeR < zestunréel < b=Im(z)=0 < z=2z
z€ iR < zestunimaginaire pur <= a=Re(z)=0 < z=-z
> Facile.
Commez=a+ibetz=a—ib,ona

z+z z—-z
azRe(z)zT Et b=Im(z)=2—

Formulaire.

Moralité : La conjugaison, c’est comme la misere

z—1

irz—-1
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Démonstration : La démonstration la plus simple est la meilleure,
CaDonnotequez=a+ibetz =a +ib'.
z+z (a+ib)+(a-ib)
S -

= =a=R
2 2 a e(z)

>%:a—ib:a+(—b)i:a—(—b)i:a+ib:z

> Addition.
D'unepart: z+z = (a+ib)+ (@' +ib) =(a+a)+i(b+b) =(a+a)—i(b+D)

Dautre part: z+z' = (a—ib) + (a' —ib) = (a+a)-i(b+ D)

Donconabienz+z' =z+2'

> Produit. o
D’'une part: zz' = (a+ib)(a' +ib') =---

D’autre part: z.2’ =a+ib.a' +ib' =---
Donc on a bien zz' = z.2’

> Quotient. On le fera quand on aura défini le quotient de deux complexes

2.2 Module.

Définition 6. Module d'un complexe

Soit z = a + ib un complexe donné sous forme algé-
brique.

iR
le module de z, noté |z|, est le réel
121Y Va2 + b2
- ib z=a+ib
=Lalongueur entre 0 et z it
Exemples :
—1=1 f a R
lil=1

2—il=v22+(-1)2=+5

|z| = la distance entre z et 0.
Ainsi |z| est réel positif et |z]=0 < z=0
Plus généralement

La distance entre le point A daffixe z et A’ d'affixe 2/
estégalea|z— 7| =1z - z|
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Théoreme 7. formulaire pour le module
Soit z un complexe.

I'ndispensable |z|2 =z.zet|lzl=Vzz

> Classique.
z

Z,

_
|2/

-lz.Z'| =1z|.l1Z'| et Lorsquez #0,

- Lorsque n € N alors |z | = |z]".
-lzl=1-zl=1zl=|-7Z|

> Distance. La distance entre z et z’ est égalea |z—Z'| = |2z’ — z|

Application |z| = |z — 0| = la distance entre z et 0.
Ainsi |z| est réel positif et |z|=0 < z=0

> Linégalité triangulaire.
lz+Z|< |zl +|2/| et |2z-3Z'|<2|z|+3|Z|
De plus il y a égalité, CaD |z + 2| = |z| + 2|

Ssi z et ' sont sur la méme demi-droite issue de0
Ssiilexistek =0 tel que z' = kz siz#0

Démonstration : Le plus simple est le mieux.
Comme z € C, on peut écrire z = a + ib ainsi

>Démonstration de |z| = | - z| = |z| = | - ZI.

Ona-z=-a-ib,z=a-ibet-z=-a+ib,ona
|-zl =\/(~a)2 + (-b)? = Va? + b? = 2|
etidem pour les autres.

> Démonstration de |z.2'| = |z|.|Z'|

On va calculer |z.2'|? avec les conjugués 1222 =22%27 =27 7272 =222 .7 = 21217 |?

Comme |0| = 1/|0|2, c’est fini.

> > Démonstration de |z"| = |z|"
On fait une récurrence.
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2.3 Quotient.

Définition 8.
Soit z = a+ ib un complexe.

1 1
Pour calculer — = —,
z a+ib _
il faut multiplier par le conjugué z=a—-ib

Rappel: (a+ib)(a—ib) = (@? - (ib)? = a® - i’ b?* = a® + b* oubien zz = |z|?

Formulaire. Soitz=a+ibetz =a' +ib'

> Calcul.
1 1 a—-ib a-ib a v b
= X = =
a+ib a+ib a-ib a’+b®> a’l+b?: at+b?
1 1 7z z

X— = —
z z z |z]?
> Quotient et conjugué.

1 1 o z z
(—) = — et plus généralement (—,) =
z z

z Z

Moralité : La conjugaison se diffuse vraiment

Application : soit a, b, ¢, d des réels ainsi a = a,....

az+b i . i az+b  az+b
7 = La conjugaison se diffuse= —— = —
cz'+d cz+d cZ+d

> Quotient et module.

1 1 z |z|
z| ezl 122
Démonstration :
> Conjugué.
D’une art'(l)—( ! )— “_ib)— a i b ___a +1i b
P avin) " (@22 " 22 ' 2v e T 2 a2
, 1 1
D’autre part: = = — =
z a-ib
) 1 1
Donconabien |- | ==
z Z
> Produit :
z |2 z z z z z.Z |z|2
Ona || —(;H;)-;-:,— =T
Z Z.Z

Comme |0 = 1/|0|2, c’est fini.

6/21
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3 Exercices

Calculs avec des complexes

Exercice 1. Applications
1. A quoi est égal i’

a1 ai

A quoi est égal (1-2i)(—1+31i)

O 5+5i O —-7+5i O -5-5i

A quoi est égal (1+1)3

02+2i O -2+2i 02-2i

A quoi est égal 2(—i +1)(=2)(=i—1)(i-1)
O 16i O -16i
2
. A quoi est égal Z= (—\/2+\/§+i\/2—\/§)
0 2v2 02v2-i2v2

Quel est le(s) nombre(s) qui élevé au carré, vaut i?
1 i

O _E-‘—E

O 16

1 1
O—+i— O
V2 V2

Exercice 2. Calculer (1-9)%, (=2+30%* @+i)®

Exercice 3. A quoi est égal i(z—1)
Oiz—i Oi.z+1
Exercice 4.

—-——]—

1 3
1. Calculer |=2|, 13il, |-1+1il, ‘2 V3

z
2. Soit z un complexe non nul. Calculer ﬁ‘
z
Exercice 5. Soit A un point d'affixe z.
1. Identifier la figure définie par |z+i| <2.
O le disque de centre A(i) et de rayon 2
O le disque de centre A(i) et de rayon v2

2. Reconnaitre la figure définie par [2z—3|=5.
Exercice 6.

2—1i
1+2i

1
1. Mettre les complexes sous forme algébrique ST
i

2. Quel est le module de

-3+4i
1

5

1

V5

1
0o —
25

N 1
3. On suppose que |z| =1. A quoi est égale —
z

1

0O —
z

O -z O -z

O2+V2+i(2-V?2)

O -7-5i

O -2-2i

O -16

O 2V2+2iv2

1

V2

‘ o--L_1
V2 V2 V2

\S)

O le disque de centre A(—i) et de rayon 2
O le disque de centre A(—i) et de rayon V2
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. . 4-i 4+i
Exercice 7. On considere z; = ;
3 3-2i

Vérifier que z1+ 22 €R et z; — 22 € iR

Exercice 8. [Correction] Soit t€R.

1. Calculer

_1‘

2. Géométriquement ou se trouve le point M d'affixe

+1t

Exercice 9. [Correction] Soient a,b,c,d€R et zeC tels que ad—bc=1et et cz+d#0

az+b
cz+d

Im(z)

Montrer que Im =
lcz+d|?

Exercice 10. [Correction] En utilisant |z| = \/E oulzP=2zZ
1. Soit u,veC. Montrer que : |u+ vi® +|u-vl? :2(|u|2 +|v|2)
2. Soit z€ C avec |z| = 1. Montrer que |1+iz|2+ |z + i|2 =4
3. Soit (a,b) € C? avec a#b et |al =1.

a-b

Montrer que : —
1-ab

=1

Exercice 11. [Correction] Soit u un complexe avec u# 1. Soit z un complexe avec z ¢ R.

z
On veut montrer : =AeR < |ul=1

<= Calculer A— A. Conclure.

= On suppose que AR

‘On doit montrer |u|=1, CaD uu=...= 1.‘

Etape 1 : On isole u. Etape 2 : On calcule u.

Soit f une fonction de C a valeurs dans C

Exercice 12. On considere la fonction f définie sur C —{2i} par

z+1

fiz— f(2) =

z-2i

1. On suppose que z=x+1iy, calculer Re (f(z)). Déterminer les complexes z # 2i tel que Re (f(z)) =0

2 2
2. On suppose que z=x+1iy, calculer ’f(z)‘ . Déterminer les complexes z #2i tel que ‘f(z)) =1

Exercice 13. [Correction] Soit z=x+1iy avec x,y€R.
2 _ .
z° =21
zz+1
1. Justifier que le nombre f(z) est bien définie, CaD on ne divise jamais par 0.

2. Montrer que z' = f(2) ER < 22 —-7Z* =4i Rappel z/ €R = 2/ = 7.

On considére la fonction f qui, a z associe le complexe z/=f(z) =

1
3. En déduire que : z' = f(z) €R Ssi on peut écrire z=x+i— avec x€R
X

4. Montrer (en suivant la méme démarche) que : z = f(2) € iR Ssi on peut écrire z=x+ix ou z=Xx—IiXx.

8/21
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4 Les complexes ¢’

4.1 Définition.

Notation : Lensemble des complexes de module 1 est noté U.

Ainsiona:zelU < |z|=1
Définition 9.
Pour tout 0 € R,

Le complexe cos@ + i sin@ est noté e,

iR
. ' = cosf +isind
sinf
g def . .
VOeR, e Z cosO+isind 0
R
Ccos
le cercle Anité U
A connaitre
- = - T
1=¢e, i=e'z, —1=¢", —j=e7i2

Ces formules sont "évidentes" dés que I'on pense a placer les points sur le cercle unité.

Attention l'angle est en radian, CaD avec it

Théoréme 10.

Thm Moivre : Le formulaire sur les puissances s’applique aussi avec les e'“.

Propriétés "évidentes". iR

i = cosf — ising = e~ 0

et |el9| =1 car cos? +sin® = 1 0i0
Propriétés "puissances".
eza‘etﬁ — elaﬂﬁ — el(a+ﬁ)

R
. -0
1 ; e'® ;

—ia i(a—
E” et— =e @=p le cercle unité U
e elp

, . \2 . . \3
etZa — (eta) et el3a — (ela)

Factorisation par I'argument moitié.
Quand on rencontre les complexes 1 + "%, on doit penser a factoriser 'argument moitié

i 6/, —i6 i0/,
1+616=el /2 [e l/2+el /z]

=2 | (C-i)+(C+iS)| = "2 2cos0))

2cos(@/2) Ici c’est I'angle Icj c’est le module

Ce calcul s’adapte a1 — el etael®—¢ih

=cosf +isinf

eif = cos@ - isinf

9/21
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4.2 Module-Argument.

Théoréme 11. Module et argument d'un complexe
> Soit z un complexe avec |z| =1

Alors il existe 8 € R tel que z = "0 ention 0 st pas unique,

Application : Quand on rencontre A un complexe avec |A| =1,
Alors on peut écrire A= et?

Ainsi on remplace A par e’ etl'on poursuit les calculs.

> Soit z un complexe z # 0

Alorsil existe r >0 etf e Rtel que z= re'?

c'est la forme trigonométrique ou circulaire de z.

De plus
-leréel r est unique car r = |z|.
- Mais le réel 8, appelé UN argument de z n’est pas unique, on le note arg(z).
En revanche il existe un et un seul argument de z dans |-, 7]
c’est Largument principal de z et on le note Arg(z)

Théoréme 12. Non-unicité
. . . 0l
>0n a0 # 27 et pourtant '’ = /2", CaD e =¢ 5 p9=0

el = ¢! — 0=0" mod [2n]

!
; ; r=r

> Plus généralement z = 2/ < re'? = /¢!’ —
& 0=0" mod [27]

Définition 13. Argument Principal d’'un complexe
Soit z e C.

On appelle argument de z tout réel 0 tel que z=r el

Lorsque z # 0, et posséde 8 comme argument, alors les arguments de z sont exactement les éléments de
0+ k(2m) avec ke Z,
CaD les arguments de z sont congrus modulo 27 .

Lorsque z # 0, il posséde un unique argument dans ] — 7, 7], que I'on appelle argument principal de z, et
qu’on note Arg(z).

4.3 Calculer ¢? = e%*i?

Définition 14. Calculer ¢* = e*+i?
Soit z = a+ ib un nombre complexe.

On définit le nombre complexe e = e**i?

par la formule

ipdef i ..
e? = @D "2 oa ot — o8 (s b+ isinb)
Ainsi Re(e®"?) = e?cos b et Im(e*"'?) = e®sin b

Le formulaire classique des nombres exp est encore valide avec les exponentielles complexes.

2z . ! i I ip i YN ! ; / ! ; /! !
Démonstration : e%.e® = e“+lb.e” +ib :eaelb.e“ ezb — pfta ‘el(b+b) — e(a+a)+l(b+b) = g%t%
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5 Applications
5.1 Introduction ala trigonométrie

Théoréme 15. Formule de Moivre-Euler
On a les formules suivantes
e'® = cos(a) + i sin(a)
e”'% = cos(a) — i sin(a)

Ainsi que

. el 4 p—ia
cos(a) =Re (el“) -

sin(a@) =Im (em)

Grace a ces formules et formulaire sur les puissances, on fabrique plein de "formule trigo".
- cos(2x) =Re (eizx) = Re(

ix2
e

) = Re( [cos(x) + isin(x)]z) = Re (A développer).
de méme pour cos(3x) ou sin(2x) =Im (eiz")
2

2 eia+e—ia

- cos®(a) = [ cos(a)] 5

= On développe et on regroupe.
eia + e—ia ib
2

et 4 o1

2

- cos(a)cos(b) =

= On développe et on regroupe.

11/21
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5.2 Un peude géométrie
On munit le plan du repére orthonormée classique (O; 7, 7)

Définition 16. Correspondance : Point = Vecteur < Complexe

Le point M : (a, b) Le vecteur OM = (a,b) Le complexe z
= =
de coordonnées (a, b) avecOM=ai +bj avec z = a+ bi

On dit que : le complexe z = a + i b est I'affixe du point M : (a, b)
ou bien que : le complexe z = a + ib est I'affixe du vecteur U=0M=(ab)

Affixe d’'un vecteur : Soit A, B deux points d’affixe a, b alors I'affixe du vecteur ABestb—a

iR
ASa
E Sb-a
i —
il BSh
1
; R
Addition, Produit
Soit les complexes z et z'. Comment on construit: z+2z', z— 2’ et z.z'?
iR
Z/
1T ¥4

=

12/21
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Distance, Milieu.
Soit A, B des points d’affixes a, b Alors
d(A, B) = La distance entre A et B est égale a

Laffixe du milieu du segment du [AB] est

Formule d’'un angle orienté.
Soit A, B, C des points d’affixes a, b, ¢

I'angle (E,R) estégalea Ssi Z_ 4= re'?

Application

Les points A,B et C sont alignés Ssi 0, I'angle (AB, AC), est égalealourn
Ssie =1ou-1
Ssire =+reR

. c—da P
Ssile complexe estréel

S

Les vecteurs AB et AC sont orthogonaux Ssi 8, 'angle (AB, AC), est égalea +—

\S]

Ssi e =iou—i
Ssire? =+ireiR

4 . o
Ssile complexe b est imaginaire pur

—a

Le triangle ABC est équilatéral (direct) Ssi 8, 'angle (TB,TG), est égale a g etr=1

- i0 _ inlg

Ssi =re’ =e

13721
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6 Exercices
— Manipulation/Visualisation de e’ ——

Exercice 14.

1. A quoi est égale e’ 2

D 1 I:‘ _1 D —i D —i
2. A quoi est égale —e'%
i3z iz _ix i
Lee Oe's Oe's Oe '
3. Placer les complexes suivants sur le cercle trigo.
ei% e—iTl e l% e_iZ:T” el% el%l el 17n eisﬁﬂ
A 57
4. A quoi est égale e”''4
0 1 N 1 . 0 1 1 . - 1 . 1. ° 1 1
I 11, IR R
VeV vz o2 Vil Ve Vi Vv
5. A quoi est égale 's
1 3 3 1 5 1 1 5
D—+£i D£+—i D£+—i |:|—+£i
2 2 2 2 > > 5 5
Exercice 15.
1. A quoi est égale '3
1 V3 V3 1 1 V3 3 1
SEFRLY o8, 1L, ol_¥3, g V3 L.
2 2 2 2 > 5 5 5
2. A quoi est égale '3 x e'%
a ei% O ei% 0 _ei%
A . , 1
3. A quoi est égale —
elG
O el% O eiié O e*ie 0O _eig
4. A quoi est égale ie®
Oelt 0 e0+% 0 ei0+i% 0 ei0-i%

Factoriser I'argument moitié

Exercice 16. [Correction] Soit z un complexe de module 1 avec z # 1. Calculer Re(1 )
-z

1 _ ein@

Exercice 17. [Correction] Déterminer la partie réelle, la partie imaginaire de T o0
+e

Exercice 18. [Correction] Montrer ¥ (z,2') € C?,

lzl=|z| =1 } z+72
> —=cR.
z.Z2 #-1 1+z.2

Exercice 19. [Correction] Soient a et b, deux complexes de module 1 tels que les dénominateurs ne s'annulent pas.

(a+ b)? . a+b

Démontrer que e appartiennent a R.
g ab 1+ab PP
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— Mettre un complexe sous la forme 7 e’? —

Exercice 20. [Correction]

—V6—1iv2
1. Mettre sous forme trigonométrique les complexes suivants : 12,—4, —2iv3, 1+i, %
7
3—-1 1 -1 3 -1+i\"
2. En utilisant la forme trigo, calculer \/_ , - , —+ i£ , ( )
i-1 l1+itanx 2 2 V3-i
Un peu de trigo

Exercice 21.
1. Finir les calculs proposer dans le théoréme et vérifier que :
cos(2x) =cos?(x)—sin’(x) et sin(2x) =2 cos(x)sin(x)
=2cos?(x)—1
2. Montrer que

cos(3x) =cos®(x) —3sin?(x)cos(x) et sin(2x)=sin(x)(4 cos®(x) — 1)
= 4cos3(x) —3cos(x)

Exercice 22.

1. Finir les calculs proposer dans le théoréme et vérifier que :
1+cos(2x 1-cos(Z2x
cos? (x) = % et sinz(x) = %

Application : En déduire une primitive de cos?(x) et sin®(x)

2. Montrer que
cos(x+y)+cos(x—y)

2
sin(x + y) —sin(x — y)

2

cos(x)cos(y) =

cos(x)sin(y) =

3. Finir le calcul
eix+e—ix 3
2

Application : En déduire une primitive de cos®(x).

3 . - N . .
cos’(x) = [cos()]” = = On développe avec le bindme, on simplifie les puissance puis on regroupe.

Un peu de géométrie

Exercice 23. Théoréme de Von Aubel.

On considére un quadrilatere ABCD de sens direct et on note a, b, ¢, d les affixes des points A, B,C,D.
On construit 4 carrés Cy, Cy, C3 et C4 de centres respectifs P, Q, R et S qui s'appuient extérieurement sur les cotés
[AB], [BC], [CD] et [DA] du quadrilatére ABCD.

1. Faire une figure avec le quadrilatére ABCD, le carré C; et son centre P

Calculer les affixes des différents points en fonction des complexes a et b. En particulier déterminer I'affixe de P
2. Démontrer que les diagonales de PQRS sont perpendiculaires et de mémes longueurs
Conclusion le quadrilatére PQRS est un carré (c’est le thm de Von Aubel).
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Correction.

Solution de I'exercice 8 (Enoncé)

On a
1-it
1+it

Formulaire |1 — if| def module V (12 + (-1)? -1

1+t ‘/(1)2+(t)2

2 1 Mariage
1+it -

ou bien mais c'est plus long et plus difficile

2 Forme a-+ib 2 (1-ip
1+it - (A+in) 1—it) ‘
_J20-ip
1242
1-2 | 2t

L L
1+12  1+¢2

2
def module 1-1?
= +
1+ 12
*r+22+1 *+212+1
= = :\/T:l
(1+1£2)2 4421241

et 1 est égale a 1.

2t )2
1+12

. 2 .
Conclusion : |—— —1| = Distance entre
1+it 1+it

2
Ainsi s est sur le cercle de centre Q =(1,0) et de Rayon 1.

Solution de I'exercice 9 (Enoncé) On a que

az+b (az+Db)(cz+d)
cz+d lcz+d|?

_ (az+b)(cz+d)

© Jez+dP?
_(ax+b+iay)cx+d—icy)

B lcz+d|?

_ Moche+ilacxy+ady—acxy—bcyl
- lcz +d|?

_ Moche+i[(ad—bc)y]

- lcz+d|?

_ Moche+ilyl

T lcz+d?

az+b)_ m(Moche+i[y]) ¥ Im(2)

Conclusion : Im (— > =
cz+d lcz+d)|

T lez+d2 T |cz+d|?
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Solution de I'exercice 10 (Enoncé)

1. On calcule lu+ vP +lu-vl? = (u+ )(u+v) +U-v)(U—-v)=---

2. On suppose que |z| =1

On calcule |l+iz|2+|z+i|2 =(1+iz2)(1+iz)+(z+D)(z+i)="---

3. Comme |a| =1, Donc on sait que a.a= Iczl2 =1
a-b
1-ab

On va montrer que : =1

On y va brutal

-b /[ = -b -b
1-ab \ 1-ab/ \1-ab
B (a—b) a-b
\ 1-ab/\1-ab
_ | On développe le haut
~\l On développe le Bas
On utilise que aa = la®=1%=1
=V1=1
Solution de I'exercice 11 (Enoncé)
= On suppose que AeR
‘On va montrer |u|=1, i.e. uu=...=1.
- A-2Z
OnaZ Y2 A= u= d
1-u A-z
o _ A-Z (A-Z\ A-Z A-z A-Z A-z
Ainsi on a uu = . = = = . —=1
A-z \A-z A-z A—-7z A-z A-Z

< Comment on démontre que A€ R avec la conjugaison ?
On sait que AER < A=A < A-A=0.

‘ On doit montrer A— A=0.

— zZ—uz zZ—Uuz
Ona A-A= - =-.-=0
1-u 1-u

Solution de I'exercice 13 (Enoncé) Soit z=x+1iy.

2 .

z“+2i Haut
1. Ona f(2)=— =

zz+1 Bas

Comme Bas=zz+1= (x+iy)(x—iy)+1:x2+y2+l et x,y €R, ainsi Bas est toujours #0.

Donc on ne divise jamais par 0.
2. Ona

2 .
zc=2i —
z’:f(z): ER — z/ =72

zz+1
(22—21') 22 -2i
— =

zz+1 zz+1

Z2+2i  z2-2i
zz+1  zz+1
Z2+2i=2z%2-2i

—

2 -Z%=4i

[
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3. On écrit z=x+1iy et on poursuit le calcul.

2 .

zc=2i —: ,
7 =fla)="= ER = z2-Z%=4i

zz+1

= (x+iy)2—(x—iy)2:4i
— [P-y2+i R 4
yo+i2xyl =[x -y —i2xyl=4i

— idxy=4i
1

< y=— avec x#0
X

. .1
= z=x+iy=x+i—
X
. . . - .1
Conclusion : On a bien z' = f(z) € R Ssi on peut écrire z=x+i— avec x€R*
X

4. Montrer (en suivant la méme démarche) que : z' = f(z) € iR Ssi on peut écrire z=x+ix ou z=x—ix.

Solution de I'exercice 16 (Enoncé)

Comme z€ U, on peut écrire z = e’e,

= —— = Argument moitié
-z 1- el@ g

—

1
el0/2[_2jsin(0/2)]
ie—i@/Z
" 2sin(0/2)
B ilcos(0/2) —isin(0/2)]
B 2sin(0/2)
1 . cos(@/2)

=—4+i——
2 2sin(0/2)

1 1
Conclusion : Re( ) ==
1-z 2

Solution de I'exercice 17 (Enoncé)
Déterminer la partie réelle, la partie imaginaire de

1_ein0

———— = argument moitié
1+eif

_ ei(n—l)9/2 —2iSiIl(l’l9/2)
2co0s(0/2)

_ . —sin(n6/2)
T cos@12)

sin(n@/2) . .sin(n6/2)

= ——sin(0d) -i ———

cos(0/2) cos(0/2)

|

Partie réelle

[cos(O) + isin(0J)]

cos()

Solution de I'exercice 18 (Enoncé) On suppose |z|=1 et |Z'|=1

z+7

€
1+z.2

On va montrer que :
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Comme |z| =1 et |Z/| =1, on peut écrire z= ¢’

.01
0 et 2/ =elf

) .
L z+7 't + ¢i0
Ainsi on a ;= ——

1+z.z 1+ eit it

Argument moitié

ei9/2 eiB’/Z (moche)

ei(9+0/)/2 Pas bé
—_

19/21
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Solution de I'exercice 19 (Enoncé)

Correction 1 : On va utiliser '™ et I'argument moitié.

Comme |a| =1 alors il existe 0 €R tel que a= el?.

sl
De méme comme |b| =1 alors il existe 8’ € R tel que b= el

atb el + ¢t
1+ab 1+eifeid

Ainsi on a

Argument moitié

!/

0i012 eie’/z[ ....... ] cos( )

- ei(9+9/)/2[ ....... ] T (9+9/
CoS

)

Correction 2 : On va utiliser ¢'C et le couple Complexe-Conjugué.

On sait que :
A-A -
AeR <— Im(A) =0 < T:O — A=A
i
Conclusion : A€ R < A= A. Rq : Cette caractérisation est "évidente" géométriquement.

i -
De plus comme |a|=1 et |b| =1 alors il existe 6,8’ €R tel que a= et et h=e?"

L _ a+b) a+b
Ainsiona A= = —
1+ab 1+ab

20 1 it

14 ei0 il
00
14100
On eléve les puissances <0
On simplifie les fractions
. ot
el@ +el€

C1+ei0ei0

Solution de I'exercice 20 (Enoncé)

1. Facile!!!

0

Il faut bien comprendre comment on place le point M d’affixe % en regardant I'angle entre la demi droite R et la

demi droite [OM).
2. |l faut faire des dessins!!!!

> Avec le dessin, on a facilement
12=1201°0, —4=4e" | —2iV/3=2V3e" %

>A=1+i=rel??

On commence par r = |A| = |1+i| =1/ M2+ @12=v2
1

NEILIE S t lexe de module 1
| —— = —= l—— €s COmp exe de module 1,
1+il 2 V2

On fait un dessin et on le place sur le cercle U et on lit I'angle 8 =7/4

Ains

1+1i 1 1 4
On trouve = =ela

—=—+i—
1+il V2 V2

s
Conclusion : 1+i=v?2e'%
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~V6-iv2 ;
>A:M:rele?
2
-V6—-iv2

On commence par r:IAlz‘# =.=v2
A -v3 1

Ainsi — = —\/_ —i— est complexe de module 1,
|A| 2 2

On fait un dessin et on le place sur le cercle U et on lit I'angle § = —27/3
A _j2m

On trouve — =¢™ '3
|A

| .
—V6-iV2 . .
\/62 l\/_ _ relg _ \/Ee_’%”

Conclusion :

3. On utilise pe' et le formulaire sur les puissances

\/§—i reie 2 eii% i(,l,:‘}l)
- = — = == = 2e 6 4
i—1 rlelB \/ielfn
1 B 1 _ cos(x) _ cos(x)
1+itanx L4i sin(x) ~ cos(x) +isin(x)  i(%-x)
cos(x)
7
-1 3 i0\7 i
—+i£ z(relf)) — 7,70
2 2
. . 3; n
(—1+i 1492 rel@ n \/E elT” ( 1 l'(3l+l))n
= A = _e 4 6
V3-i r! el 270 V2
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