TD 5 Complexes. Vendredi 27 Septembre 2024.

——— Algébrique Vs Circulaire. ———

Exercice 1. [Correction] On considére z; = V3 +iet zp =1+

z
1. Algébrique. Calculer ZL sous forme algébrique.
22

) 21
2. Calculer module et I'argument de z7, 2o et —
z2

3. Application Calculer cos (112)

Exercice 2. [Correction] On considére la complexe A = \/2 —V3+ i\/2 +V3

Calculer A? puis déterminer la forme circulaire de A% en imaginer celle de A

Exercice 3. [Correction]

3
1. Calculer (f\/§+ z) avec le bindme.

3
2. Mettre le complexe —v/3 + i sous forme circulaire puis calculer (f\/§+ z) .

Exercice 4. [Correction] Soit § € R. Considere A =1 — ¢%.

1. Mettre le complexe A sous la forme re.

2. En déduire : Re(A), Im(A), |A| et arg(A)

Binome.

ei[l + e—il]
Exercice 5. On sait que : VO € R, cos(O) = — s et que le formulaire sur les exp s'applique.
e 4 e”)g _ 3cos(x) + cos(3x)
2 B 4

Montrer que : Yo € R, cos®(z) = (

i —:0
e~ —e
On sait que : VO € R, sin(d) = — et que le formulaire sur les exp s’applique.
i

) .3 . )

) iz _ _—ix 3 _ 3

Montrer que : Vz € R, sin®(z) = (e 2_6 ) _ 3sin(@) 1 sin(3z)
i

Exercice 6. Soit # € R. On considére le complexe A = (ei9)4 = (cos 0 +isin6)*
1. Avec le formulaire 18h,19h,..., calculer A puis Re(A).
2. Calculer, avec le bindme A puis Re(A).

n
Exercice 7. Soit # € R et n € N. On considére le complexe S,, = Z etk
k=0

1. Calculer, avec les sommes géo S,, puis Re(S,,).
2. Calculer Re(S,,).



Bonus

Exercice 8. [Correction] Soit (a,b) € C* avec a # b et |a| = 1.
a—b
1—ab

Montrer que : ’ =1

Exercice 9. [Correction] Soit u un complexe avec u # 1. Soit z un complexe avec z ¢ R.
—uz

=AeR < Jul=1
U

z
On veut montrer :

<= Calculer A — A. Conclure.
= On suppose que A € R

On doit montrer |u| =1, CaD uw = .... = 1.‘

Etape 1 : On isole u. Etape 2 : On calcule u.



Correction.

Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
1. Algébrique. On a
2 VB34+i_ VB+il—i
22 1414 1+7 1—1%
(V341 —1)
|1 4142
V34i—V3i—i®
O EENOE

(4) (57

2. On applique la méthode du cours, ainsi 21 = 2¢€""/6, 25 = v/2¢"/4
2¢4"/6

On en déduit 2L = — /912

z2 \/i ei”/4

3. On va rapprocher les deux calculs

2 Vaemie =V2[cosO0Oisin0] = <\/§+1> +1 (1_\/3)

) 2 2

Conclusion : cos <1> = V34l et (bonus) sin (1) = 61 —v3_¥3-1
' 12 2v/2 12) 77 2v2  2v2

Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

> Ona

A2

[\/2—\/§+z‘\/2+\/§}2

(2-V3) +2iV2—VBV2 + VB +i (24 V3)
((2-v3) - (2+V3)) +2iV2 - VBV2 + 3
—2\/§+2i\/(2—\/§) (2+V3)

= -2V3+2iV4A-3=-2V3+2

Comme |A2| =+v12+4=4,0na
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5m

- 2 i
Conclusion : A° =4¢'6

2 i 3 . . . 2 ;5
> Comme A” =4¢" 6, le complexe A est une solution de I'équation X~ =4¢" 6 eton a

5w = 5x\ 1/2 5 5
X2 =4 — X:+\/4el%:<4el%> — 261 ou X = —2¢'15

Or on sait que Re (A) = v/2 — v/3 > 0 Donc A=2eT



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. Ona

(~VB+i) = (a+b)’ = ; <2> a* b
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= —i+3V3+33i-3V3
=8

5w

2.0na—V3+i=2e 0
ism\ 3 i5m in
Ainsi (f\/§+i)3:(2e5ﬁ) — 28" —geT — 8.

Solution de I'exercice 4 (Enoncé)

1. Avec I'argument moitié, on a 1 — ¢l = ¢i% {e_ig - ei%}
)
=e'2[(C—i8)—(C+1i9)]
= eig [—272 sin 5} =re

Mais 7 est un réel a priori > 0 donc on est géné par © et par i.
Avec le cercle trigo, on sait que : © = ¢'" et pari =¢€'2

; 0 0 0 (e x
Conclusion : A =1 — ¢ = ¢'% [fQisin ,} — 2Sin§ez(g+ﬂ+2)

2. On a donc
Re(A)—2singcos(g+ +E>
-y 2T
.0 . /0 v
Im(A4) = 251115 sin (5 + 7+ 5)
.0
|A|—r—251n§
0 m
et arg(A) 3 +7+ 3

Complément

0
En fait c’est un peu plus subtile car r = 2 sin 3 n'est pas forcément > 0.

Ainsi |A] = |r| =2

0 0
sin — | = &+ 2sin —
2 2

+

N

0 0
Et lorsque + : arg(A) = 5 + 7T+ g lorsque - : arg(A) = 5 + 27 4+ g =

NIE



Solution de I'exercice 8 (Enoncé)
Solution 1

Comme |a| = 1, Donc on sait que @.a = |a|* =

a—2b
On va montrer que : | —— | =

1—ab

Ona

\/; \/ afb ab)

l—ab 1—ab

( a—b > ; - g
1—ab 1—ab
__ | On développe le haut
~\/ On développe le Bas

1—ab

On utilise que a@ = |a]* =1 =1
=v1=1

Solution 2

Comme |a| = 1, on peut écrire (et replacer) a = €'’

On va montrer que : ‘ —b —21; =1
l—ab 176 b
Ona
i0 _p
—\z7= \/ o x & _ef)
1— ab 1—e" b — et9)
On remplace les exposants < 0
= On simplifie les fractions =1
Solution de I'exercice 9 (Enoncé)
<= Comment on démontre que A € R avec la conjugaison ?
Onsaitque AER < A=A < A-A=0.
On doit montrer A — A = 0.
Onad—A= |2 ) 274 _ . _9
1—u 1—u
= On suppose que A € R
‘On va montrer |u| =1, ie.uu=.. =1
2 —uz A-%Z
(0] A = = —
na 1—u YA
Ainsi on a uﬂ—A_E (A_E)—A_EZ_Z—A_ A
T A—2z \A—2) A—z2A_z A—z A-



