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1 Définition et propriétés

1.1 Intégrale et Aire

Définition 1. Définition géométrique d’'une intégrale

Soit f une fonction définie et continue sur [a, b] et " son graphe.

b
Alors le nombre f f(t)dt est définie géométriquement par
a

b
f f(r)dt =1'Aire algébrique entre le graphe et 'axe des abscisses.
a i - idetnlate b

1 z\j

Graphe de y = f (1)

3
f f()dt=Bleue Rouge
0

Il est bien clair que cette définition géométrique n'est pas tres mathématique ('intégrale est une aire certes mais c'est quoi une aire) Mmais

qui suffira pour ce début d’année.
La vraie construction sera faite en fin d’année scolaire.

A méditer.

> de la fonction f.
> des bornes a et b.

b
Le nombref f(®)dt dépend
a

>MAIS ne dépend pas de "la variable fantdéme d’intégration", CaD de .

Théoréme 2. Une intégrale se calcule Si ...
Soit f une fonction
b

Lenombre | f(¢) dt se calcule
7 R —

Sila fonction f~— f(f) est continue sur le segment [a,b].
e — |
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1.2 Propriétés des intégrales

Théoréme 3. Propriétés de I'intégrale.
Soit f, g une fonction continue de [a, b], alors on a

b c b
>RelationdeChasles.Vc€[a,b],f f(t)dtzf f(t)dt+f fdte
a a c
b b b
>Linéarité-Distributivité.f [2f(6)-3g(D)] dtzzf f(t)dt—sf gndt
a a a
b
> Intégrer les constantesf K, ..dt=Basex Hauteur =K x (b—a)
a

Démonstration : Le formulaire est une conséquence de la construction de I'intégrale que I’on n’a pas faites, donc on I'admettra.
Remarque : les propriétés sont compatibles avec la définition géométrique, entre autre pour les constantes

b
[ Kdt=Basex Hauteur =K x (b—a)
a

F e
o IR

Théoréme 4. Conséquences classiques.
Soit f une fonction continue de [a, b].

> Classiques.
c a b
Vce[a,b],ff(t)dtzo et ff(t)dt:—f f(odt
c b a

> Bien utile.

1 2 n n
ff(t) dr+f f(t)dt+---+f f(t)dtzf f(odre
0 1 n-1 0

> Majorer une intégrale

Etape 1: On majore la fonction plateau f(f) sur [a, b]
| E—
CaDVtela,b], f(H)<---

Etape 2 : On integre I'inégalité sur [a, b]

b b
Ainsif f(t)dtsf e dt
a a

> Inégalité triangulaire

OnaVx,x' €la,bl,

x' x'
f fode s/ \f()]d1
X x

Démonstration : > Classique?
[ [ c Cc
Avec Chasles, on af fde= f fadt +f fdt donc forcémentf fnde=0.
a a c c

A B A
Toujours avec Chasles, onaO:f f(t)dt:f f(t)dt+f fdte
A A B

A B
Donc forcément f fvde= 7f fdt.
B A

> Bien utile?
C’est du Chasles
> Inégalité triangulaire?
On distingue 2 situations : x < x’ et x’ < x.
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Interprétation géométrique de l'inégalité triangulaire.

Graphe de y = f(1) Graphe de y = | f(1)]

+ 4 t + M 7 t
1 2\/ 1 2 3
N
L d
.

3 3
f f()dt=Bleus Rouge f |f(t)| dt=Bleu® Rouge
0 0

2 Majorer une Intégrale

Théoréeme 5. Comment majorer une Intégrale
On veut majorer I'intégrale f ’ fde
a
> Etape 1. Pour ¢ € [a, b],
on majore f(t) < M(t) avec Soit Viking, Soit avec Q1
> Etape 2. On intégre I'inégalité de t=aat=b
Ainsifbf(t)dtsfbM(t)dt
a a

< On calcule l'intégrale avec une primitive

2
Exercice 1. Montrer que V=1, <e™!

X
En déduire que : Vx =1, F(x) :f
1

_2 .y
e " dt est majorée.

1 n

Exercice 2. [Correction] On définit I'intégrale I,, par VreN, I, :[ "
0

1. A I'aide d'un encadrement, montrer que: I,——0
n—oo

n-1 ok 1 "
2. Démontrer que : V=0, ) (-1)*r*=———(-1"
& 1+1 1+1
1 1 1 -1t
3. En déduire que : 1— =+ - —=+..... +( ) =In2-(-1" I,
2 3 4 n

Que on peut conclure?

Exercice 3. [Correction] Soit x> 1.

xeﬁ
On va majorer le nombre F(x) =f "y dt
1

L 2
1. Etudier, sur R}, les variation de la fonction |h: t— e’ /g2
l‘2 x2 1

e e

2. En déduire que Vtell, x], F < ??

3. En déduire une majoration de F(x) sur [1,+ool .
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3 Transformations classiques.

Définition 6. Définition de %!

Soit f une fonction f définie sur 2.
On dit que la fonction est de classe ¢!, notée ©!

Ssila fonction f est dérivable sur 2 et que la fonction dérivée f’ est continue sur 2.

3.1 Intégration Par Partie

Théoreme 7. Intégration par partie.

Soit f et g deux fonctions ¢! sur [a, b]. On a
b b b
f f(t)g'(t)dt=[f(t)g(t)]a—f flg( dr

b
Démonstration : Onva calculerf [f(t)g(t)]’ dt de 2 facons différentes.
a

> D’une part

f: [f(t)g(t)]' dt=[Primitive ]Z = [f(t)g(t)]z

> D’autre part

b b b b
f [f(t)g(t)], dt:f [f’(t)g(r)+f(t)g/(t)] dt:f f/(t)g(t)dt+f g v dt
a a a a

Exercice 4. [Correction]

1. A I'aide d'une intégration par partie calculer les intégrales suivantes
X X X X
f In(t) dt, f (2 +2t+2)In(p) dt, f (t+2)e dt, f sin(f)e’ dt
1 1 0 0
e
2. On considere la suite (I,) définie par VneN, I, =[ In(H)]"dt
1
Calculer I,41 en fonction de I,,.
/2
3. On considére la suite (I,) définie par VneN, I, :f sin” (1) dt
0

n+l
n+2

Montrer que I42 = I,. Indication : sin™*? (1) = sin™*! (1) sin(1)

Exercice 5. [Correction] On considére la suite (I,;) définie par

lxn

VnelN, In=f
o 1+x

1. A l'aide d'une majoration, montrer que : I, T 0.

—+00
1 1 1 oy
2. Montrer que : VneN, I, = + f
2(n+1) n+llJo (x+1)2
1 xn+1
3. Montrer que :f 5 dx ——0
0o (x+1) n—0o0

4. En déduire que : nlI,

Ly .

n—oo
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3.2 Changement de variable dans une intégrale

Théoréme 8. Changement de variable.

Soit ¢ une fonction ¢ et f une fonction .

(Je ne détaille pas les ensembles 2 et o7 pour ne pas alourdir)

Alorson a b

@(b)
fx) dx:f fle®) ' (ndt
a

¢(a)
On dit que l'on a fait le changement de variable x = ¢(t)
Démonstration : Je note H une primitive de f, ainsi

20 _ (1012 = Hipb) - Hip@)

¢(b) o
f(p(a] f(t)dt:[Prlmltlue](p(a)— 0@

De plus on a [H((p(x))], = ¢’ (x) H (¢(x)) ainsi

b
f F@(x) @' (x) dx=[Primitive]} = [H(tp(x))]Z = H(p(b) - H(p(a)
a

Donc on a bien égalité

Exercice 6. [Correction] A |'aide du changement de variable, calculer les intégrales suivantes

1 X 1
f V1-x2dx. on posera x=cos(t) f dt on posera u=e'.
0 o 1+et
x 2 1
f sin(Int)dt on posera u=In(¢) f ————dx on posera t=xP.
1 1 x(1+xP)

Exercice 7. A l'aide du changement de variable, calculer les intégrales suivantes

2 1 ™2 sin(x)
dx. on poserax=V1+t ——— —dt on posera u=cos(x).
1 tV1+t 0o 1+sin“(x)

n@ 2 1
f e *2 dt  on posera u=e' f ————dx on posera t =1In(x).
o 1 x(4ef —e7?)

5/13
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4 Calculer une intégrale via une primitive.

Définition 9.
Soit f une fonction définie sur 2.
On dit que H est une primitive de f sur &

Ssi la fonction H est dérivable sur Z et que

! _ d _
VxeQ, H(x)—%[H(x)] = f(x)

Théoreme. Si f est une fonction continue sur 7

Alors la fonction f admet des primitives

X
Deplus H: x— H(x) = f f(®) dt est une primitive de f.

b b b
De plus f fde= [Primitiue] - [H(t) ] - H(b) - H(a)
a a a
Primitives "simples" Exemples
> Gestion des constantes Une primitive  x* 2
. L n nrl 2x3-3x+2 —————- >2°— -3 +2x
> Les monodme (vicieux) : X" ~» 4 2
n+1 Une primitive xat+l
! - 2x)*=2%%% —————- 2¢
> E ~1n ||:]| Moins souvent : O'0] ~» > et méme O’ h(0) 3 1 Une primitive a+l
—=3—- -————— >3In|x|
X X
B . Une primitive
onus sin(x) - -—-—-——-—— > —cos(x)
> IPP ou petite décomposition en éléments . (Une primitiue> .
. et ————— e
Slmples In(x) (my Une primitive
== ————— >In(0)
X d

Exercice 8. [Correction] Déterminer les primitives des fonctions suivantes

. Une primitive
sin(2x) ————>
Une primitive Lo
2xt 5l pox-1 0TS g2t Une primitive
i Ufe_pr_inlitg/e e(2i+3)x U”e_P"_"”l"tQ/e
x3
\/_ Une primitive 1  Une primitive
X ————> —_— ————>
x+2
Une primitive U imiti
(A +e+1) 7 2oy 1 Une primitive
2x+3

1 Une primitive

1-x
sin(x) Une primitive

cos(x)

1 Une primitive
_ ————>
x(x+1)

2x+1 Une primitive
X2 +3x+2

6/13



Chapitre 8 : intégrale. 7113

Théoréme 10. Comment rechercher une primitive.
> Le monome caché.

> Du bon sens.

3x Une primitive

1
>3 > —e¥

3
X\ Une primitive X
cos(—) —-———> 2sin(—)
2 2

2 Une primitive

ef ————> *

1 2 . .
2— e* Donc du bon sens oui mais sans exces
X
—
OuPS!!!

D/
> Indispensable. Une primitive de O c’estln|0|
Une primitive

et plus généralement v’ f'(u) ————> f(u)

> Kulture ¢ Une primitive de (3x +5) e** est de la forme [ax + b] **.

Ainsi Une primitive de xe?* = (1x +0) ¢~ est de la forme [ax + b] ¢**.

> Kulture ¢ Une primitive de sin(3x) e°* est de la forme [a sin(3x) + b cos(3x)] e>*.

Kulture : Comme sin(3x) €% = Im(ei3x25x) = Im(e(s’(”3x)) = Im(e(5+i3)x)
e(5+i3)x )

Alors une primitive de sin(3x) % est de la forme Im ( T
1

> Calculer une Primitive moins usuelles mais au programme.

X
Le but est de calculer f f(®) dt, CaD une primitive de f
>Quand il y a:In(#) ou arctan(¢) ou e’ ousin(#), on fait une IPP

X X
> Pour calculer f sin(f) dt ou f cos®(¢) dt, on linéarise.

x 1
> Pour calculer f 73712 dt, on fait une décomposition en éléments simples

> On peut aussi faire un changement de variable u = ¢(f) = Moche.

X X
f In(t)dt = On fait une IPP f arctan(t)dt = On fait une IPP
=[tinn)]* - f* La = [tarctan(t)]x—fxt dt
t 1+1¢2
| IS— |
=0'/g

=xIn(x) - [* 1dt
P

1
> In(1 + £3)

=xIn(x)—-[£]* = xarctan(x) —

=xIn(x)—x 2)

1
= xarctan(x) — Eln(l +Xx
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X X
f @t+3)e'dt = On fait une IPP f (2t+3)cos(t)dt = On fait une IPP

=[@t+3)e!]" - [*2eldt
=(2x+3)e*-2e"

=(2x+1e*

C’est bien de la forme (ax + b)e*

=[2t+3)sin(0)]* - [*2sin(r) dt

= (2x+3)sin(x) + 2cos(x)

X X
f sin?(f)dt = On linéairise sin (1) f cos®(1)dt = On linéairise cos® (1)
ix_—ix\? ix, —ix\3
CaD On sait que sin? (1) = (%) CaD On sait que cos® (1) = (%) =
= [*3[1-cos(2n)] dt
1 [ sin(2x)
=—|X—
2 2
R | x 1
1
f dt = On décompose en éléménts simples ——— f 2—d t = Ondécomposeen éléméntssimpleszi
t(r+1) e+ t-—-3t+2 t=-3t42
CaD On trouve que == -t — CaD On trouve que —————— == —— +
tt+1) rot+1 t2-3t+2 -1 -2
1 1 a b
=["=-— =["|—+—|dt
tot+1 =1 =2
=In|x|-In|x+1| =aln|x—-1|+bln|x-2|
x In(t) . .
—dt Faire le changement de variable u = In()
t(1+ln2(t))
Exercice 9. Déterminer une primitive pour les expressions suivantes.
1. tan(¢) sur |~/ ,7/o | sur R
, tIn(r)
2. te 3" surR
3 ! 11/2,00] sur R
. ——— sur ,00
1-2t 1+
2 . 1
4, —— sur R 7. —— surR
1+13 1+2¢2
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Correction.
Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
1. Etude de Ipn).
(a) On va encadrer I'intégrale
> Vtel0,1]
0 " "
— < <
1+1 1+t 1+0
>J'intéegre I'inégalité sur [0,1]
1 4n 1
AinsiOsIn:[ dts[ t"dt
o 1+¢ 0
1 tn+l 1 1
Orf t”dt:[Primitive](l): =
0 n+1 0 n+1

(b) Clest le théoréme des 2 gendarmes.

2. On reconnait une Somme géo.

1
. _ 1_
3. On remarque que : fo o1 dt=[In(1+1]5=In(2)

On intégre I'égalité de la question précédent sur [0,1], ainsi

1 1 1 l’n
f —dt:f [1—t+tz—....+(—1)"_1t"_1+(—1)” dt
o 1+¢ 0

1+¢
> A Gauche : c’est égale a In(2)

1 11 -l
>ADroite:c'estégaIeé1—§+———+ +L+(—1)" I
n

2t
Comme lim I;=0, on a
n—oo

4+ ..... +—— "t +jusqu'a l'infini.
Solution de I'exercice 3 (Enoncé) Correction rapide.

1. La fonction est croissante sur [1,+oo[ et décroissantes sur ]0,1[.
2. On sait que x> 1.

> Ve[l x],

2 2
el el 1

1 1
e s
3. On intégre I'inégalité sur [1,x]

Ainsi

xel‘z X 1
F(x):f —dts[ h(x)— dt
1 4 1 12
X1
sh(x)f —2dl
1 t

-11* "
=h | =2
(x) ; ]1 Z

Solution de I'exercice 4 (Enoncé)

X
f In(t) dt.
1

On fait une IPP u=1 ~ u=t

v=In(t) ~ V=
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X X
Ainsi [ In(t) dt = [tln(t)])f—f tlt dt=xInx)-(x-1)
1 1

P
f (t? +2t+2)In(r) dr.
1
B 2
On fait une IPP W=r>242t42 ~ u:§+23+2t
1
v=In(®) ~ V' = B
A finir
X
f (t+2)e' dt.
0
On fait une IPP W=e ~ u=et
v=t+2 ~ V=1
X X
Ainsi f (t+2)e’ dt= [(t+2)et]6‘—f ledt
0 1
A finir
X
f sin(t)e’ dt.
0

On fait 2 IPP u' =sin(t) ~ u=-cos(t)

t t

v=e ~ vV=e
X X ‘
Ainsif sin(t)etdt:e—cos(x)ex+f cos(t)e’ dt
0 1
On calcule la nouvelle intégrale avec une IPP u' =cos(t) ~ wu=sin(f)

v=e

X X
Ainsi f cos(t)e’ dr=sin(x) e® —f sin(t) el dt
0 1

X X
Conclusion : f sin(f)e’ dt = e—cos(x) e* +sin(x) e* —[ sin(f) e! dt
0 1

X - X 3 X
On a donc : f sin(tel dt = ¢~ cos(x) ez+sm(x)e
0
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Solution de I'exercice 5 (Enoncé)

1. Etude de (I,).
On va encadrer l'intégrale

> Vxel0,1]
0 x" x"
— < <

141 1+x 140

> J'intégre I'inégalité sur [0,1]
xVL

1 1
Ainsi Oslnzf dxsf t"dx
0o 1+x 0

xn+1

n+1

1
Orf x"dx ==
0
. 1
Conclusion : VneN, 0<I; < ——
n+1

On conclut avec le théoreme de 2 gendarmes que I, P 0
—00

1 40
2. Onaly, =f dx.
0o 1+x
On fait une IPP
xn+1
u,::xn > u=
n+1
1 ., -1
V=—— ~» = —
1+x (1+x)2
A finir
3. On démontre avec la méme méthode qu’a la question 1
1 xn+1
CaD encadrement de l'intégrale puis gendarme, que : f ——dx——0
0 (x+1)2 ~ n—oo
1 xn+1
Ainsi on a f ———dx=o0(1)
0 (x+1)2
Ainsi avec la question Q.2., on a
1
Iy=————7—+01)
2(n+1)+ ——
n+l
n n 1
= nly = + o(1) =
2(n+1) n+1 n—oo 2
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Solution de I'exercice 6 (Enoncé)

X
f s -dt  on pose u=e’.
0 e

Les Bornes.
Sit=0alors u=¢e’=1.

Si t=x alors u=e*.

Différentielle.

Comme u=e' = du=e'dr=udt

Ainsi dr=duj,,

X
f sin(lnt)dt on pose u=In(t).
1

Les Bornes.
Si t=1 alors u=1In(1) =0.

Si t=x alors u=In(x).

Différentielle.

Comme u=In(t) = du= ldt: iudt
u e
Ainsi dt=e %“du

2 1
————dx on pose t=xP.
[1 PRERD P

Les Bornes.
Six=1alors t=1P =1.
Si x=2 alors t=2P.
Différentielle.
Comme ¢=xP
= di=pxPldx=p"'P)P Ldx

1
Ainsi dx = i

oy

Ainsi

X

x 1 € 1 du e’
e sk
0o l+e 1 1

1+u u

1 a b
De plus = +—
I(1+u)u 1+ uw u.

éléments simples

A finir.

Ainsi

X In(x)
f sin(In t)dt:f sin(u) e “du
1 0

intégrant 2 fois e Y.

A finir.

Ainsi

2 1 2r 1 1
f —dx:f Ap 1+
1 x(1+xP) 1

—dt
t1p 1+0 {P=Dip

T |
:f Lar
1 (1+pnt

1 a b
De plus

I(1+t)t_(1+t) t

éléments simples

A finir.

du
Q1+wu

12 /13

Pour calculer cette derniére intégrale, on fait 2 IPP en
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Solution de I'exercice 8 (Enoncé)

(t4+ t+1) Yi= A3 L 113 13

e(21+3)x

sin(x) -0’

cos(x) O

1 a b
- = _ —
x(x+1) x x+1

éléments simples

2x+1 a b
= +
x2+3x+2 x-r x-—r'

éléments simples

Une primitive
———>

Une primitive

Une primitive
>

Une primitive

Une primitive
———>

Une primitive

Une primitive

t5+1/3 t2+1/3 t1+1/3

+ +
5+1/3 2+1/3 1+1/3

e(2i+3)x

2043

1

—In|2x+3|

2

—In|x-1|
—In|0| = — In|cos(x)|

aln|x|+bln|x|

aln|x—r|+bln|x—7r

13/13
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