MPSI Pour Lundi 30 Septembre.

DM 3 : Somme.

Consignes pour le DM.

> Une copie pour 2 personnes (les associations se font par ordre alphabétique)
> La premiére copie est une copie double (qui peut contenir des feuilles simples mais il faut une copie double)

n
k!
. . . . _
Exercice 1. [Correction] Pour tout n € N*, on considére P,, = H -
k=1

Calculer P, 11 en fonction de P,,. Que peut-on conclure?

Exercice 2. [Correction] On considére la suite (A,,) définie par

. & k
VneN,An:kl:[l<1+n2)

1. Montrer que : Va2 >0, 1+ x < e”.
2. En déduire un majorant pour la suite (A,), CaD déterminer K tel que Vn € N*, A4, < K

Exercice 3. [Correction] Soitn € N* et k € {0,1,...,(n — 1)} On considére les réels uy = %
n

Uk+1 Uk41

U

1. Simplifier

1
puis montrer que V k € {1,..,n — 1}, < 3

(&)

1 k—1
Ak <[z
= (3)

1 n
3. En déduire, en cheminant et a I'aide de la formule du binéme, que : (1 + > <3
n

2. Montrer que : Vk € {1,..,n},

Exercice 4. [Correction] Pour tout z € R et pour tout n € N, On consideére

n
_ ki3 (L
Sy = 3203 sin® (3k)

eil:l _ e—il:l

1. On admet que : VO € R, sin(0) = %
7

et que le formulaire sur les exp s'applique.

ix —iz\ 3 : :
— 3 — 3
Montrer que : Vo € R, sin®(z) = (e 2‘6 ) = sin(e) 1 sin(3z)
1

2. En déduire une expression simple de S,,.
sin [
O
Déterminer la limite, quand n — oo, de la suite (S,,)

=1.

3. On admet que lim
O—o0t+



, SN
Exercice 5. [Correction] On considére la suite (.S,,) définie par : Vn € N*, S,, = Z (n>
k=1

1. Monotonie. Soit n € N*

1
(a) On consideére la fonction h: z — (n+1)1n T nln (E)
n+1 n

Montrer que la fonction h est positive sur [1,n].

K" _ (k+1\""
(b) En déduire que : Vk € {1,...,n}, <> < < + >
n

n+1
puis que la suite (S,,) est monotone.

2. Majoration.
(a) Montrer que : Yz >0, In(z) <z —1

k n
(b) En déduire que : Vk € {0,1,...,n}, (> <k,
n

(c) En déduire que la suite (S,,) est majorée par < 1
c—

Exercice 6. [Correction] On va démontrer par récurrence |'énoncé H_,,~ suivant

r1,T3,.., Ty sont des réels > 0
ET — 1+ T2+ ... +Tp =N
T1 X Ty X ... Xxy,=1

1. Démontrer que I'énoncé H_o~ est vrai.
2. On va démontrer que Hogs = Hoys.
. 3
(a) On considére la fonction g définie sur R* par g: 2+ g (x) =z + Tz
Démontrer que, sur ]0, +oo[, la fonction g admet un minimum que I'on déterminera.
(b) On suppose que |'énoncé H (3) est vrai, CaD

0,00, 0" sont des réels >0
ET = alorsonad+0+0">3
OxOx0O"=1

On va démontrer H.y.| Comme H.y4~, c'est de la forme [/ — 4],

On suppose 7, CaD que z1, 22,23, x4 sont >0 et que £1 X T3 X T3 X T4 = 1

On veut montrer %
CaD zy+xo+z3+24 24

Pour démontrer 4,
On commence par appliquer H 3~ avec 0 =z x (a:4)1/3 , O =2y x (584)1/3 et O
Est ce possible ? et qu'obtient-on ?
Puis il faut poursuivre pour conclure. (Rq il faudra aussi utiliser la fonction g)

3. Maintenant que j'ai "détaillé" la démonstration de Ho3s =—> Hy>,
montrer que : Heps = Hepyis.

4. Montrer que I'implication H_,,~ permet démontrer |'inégalité arithmético-géométrique
N n x + T + tet + €T
CaD Y (z1,...,zy) € RY V292 < ! 2 n

n

=3 X (1‘4)1/3.



Correction.

n

- k!
Solution de I'exercice 1 (Enoncé) On sait que P, = H Tk
k=1
n+1
k!
Por =[] s

k=1

ST R

- k knt1—k
k=1

Or on sait que (a1b1)(azb2) - -+ = (a1a2

B n+1 1 n+1 k'
- H k H knt1l—k
k=1 k=1
1 T K (n+1)!
T (n+1)! (H k”“"‘) KO
k=1 —

k=n+1

La suite (P,) est donc constante égale a 1 car P, = 1.

<) (biby--)

=P,

Conclusion : Vn € N, H k! = H |

k=1 k=1



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

1. La fonction exp est convexe sur R
DoncVz >0, 1+z <eé°
| I |
eq de tgt en O

2. On va majorer le produit A,,.
> Pour tout k € {1,2,...,n}, on utilise Q1 avec z = k/n”> > 0

() st
n

> On "produise" de k=1ak=n

n

Ainsi An:H<1+%) gﬁen%

k=1 k=1
1 2 n_
< en?2 en? . en?
[ e [
142+-+n
<e n
n(n+1)
2
S exp (n>
1
< exp (&) < exp (n+n) =¢
2n 2n
S —
Attention ¢a dépend de n
Solution de I'exercice 3 (Enoncé) On considere les réels
= @ ke{l }
up = - avec sy
_©) 1
Onadoncuo—F_I_l
1. Soit k € {1,..,n}
(kil) k n! ' '
Ukl _ pF¥T _ 1° TAD! (n—CerD)! _ 1 (k) (n—k) _1 (n—k
Uk ) nk+t WL_W nk+1)! (n—(k+1)! n(k+1)
" 1 1

Comme k € {1,..,n}, on a

3. On a avec le bindbme

() =2 ()= -2 () -2
k k=0
=ug +ur + ...+ uUn

On utilise la majoration

1 k—1
Si ke{l,.n}, ur < (§>

n

<u:2()

=uQ k=1

1—0Ontt 1\"
<142 |l i) =s-2(2) <s-0=
+ {1—@ } 3-2(3) <3-0=3



Solution de I'exercice 4 (Enoncé)

1. On aVa, sin’(z) = % [3sin(x) — sin(3x)]

Ainsi on a le télescopage

Sn = Z?;k sin® (3%) = 3]“% [SSin (3%) — sin (33%)]

k=0
1 k1 . [T k. x
12 3 sin (5r) - 3o (355 |

k=0

télescopage !'!'!

1
=g [5ren ()~ (55)]
1
=1 [3"“ sin (3%) —sin (31’)}
sin
2. On admet li =1
n admet que lim ——
sin (ﬁ)
lim ——3"7 1
sine lim, —
3n

Conclusion : lim S, = 1 [3z — sin(3z)]
n—oo 4



Solution de I'exercice 5 (Enoncé)
1. Monotonie. Soit n € N*
(a) Etude de fonction et tableau de signe.

(b) Pour une fois, on va suivre la démarche de terminanle.
Pour tout k € {1,...,n}. Comme la fonction In est croissante, on a

n n+1 n n+1
G) <Gr) =) ()
n n+1 n n+1

<= h(k) >0 Fini

n+1

OnaS,11— S, :Z (nf_l)nJrl _i (g)n

On ré-indexe la premiére somme avec k = k' + 1
i K41 "*[i(ﬁ)”
n+1 n
K'=0 k=1
1\ = (k4 1\"T k"
- >
(n—|—1> +Z <n+1) (n)l 0

L 1 k=11
>0 >0

2. Majoration.
(a) Concavité de la fonction In ou bien on étudie la fonction h : z — (z — 1) — In(x)
(b) Pour tout k € {0,1,...,n}, on a

(E)” _ e Inh/n) ¢ (/1) _ hn

(c) Onsommedek=1ak=n

3




Solution de I'exercice 6 (Enoncé)

1. H(2) c’est [A = B] donc
Je suppose que z1 et x2 sont > 0 et que z1.22 =1

On veut montrer
1+ a2 22

On y va direct

1+ a2 —2=
Comme z1.22 =1, on a
1
=21+ — —2
T
2 2
GO0 i e WO G Bl D NN =it
T 1
2. On va démontrer que H (3) = H (4).
(a) On considére la fonction g définie par
3
g (:E) =z+ 1
(z)?
> La fonction g est déf, C° , dérivable (et méme C*°) sur ® = ]0, +-00|
/
/
g (x)= |z + 31 = {x+3.z_%}
(z)®
1 _
=143 (—g a5
1 a5 -1
=1-—0=—3
T3 3

x
Or on sait (propriétés de monéme) que : Lorsque v >0, onaz>1 — 27 > 1

> On fait une bo tableau de Signe-Variation
Et on conclut que S0 > 0, alors g () > g (1) =4

(b) On suppose que I'énoncé H (3) est vrai

CaD on suppose que 0,00 sont des réels > 0
ET = O0+0+0">3

OxOx0O" =1

on suppose que r1, T2, X3, T4 Sont > 0 et que T1 X T2 X 3 X T4 = 1

On veut montrer B
CaD z14+zeta3+za>4

Je considére O = z1 X (:m)é , O =22 x (:1’4)% et 0" =23 x (:1’4)% .

Avant d'utiliser la conclusion de H (3), on vérifie les hypothése de H (3) ‘

Comme [, ('et O sont des nombres > 0
ET
D.D/.DN =1 X (x4)% 2 X (1’4)% .r3 X (334)% =1 X T2 XT3 X T4 = 1
Donc on peut appliquer H (3) avec 0, O'et O
> Ainsi on obtient
O+04+0"=2; x (x4)% + x2 X (m)é + x3 X (m)é >3
1
= (24)3 (x1 +22+23) >3

3
= T1+T2+T32> T

(74)3



> On a maintenant

1+ T2+ 23+ 34 > (71 + T2 +23) + 24

3
=

+ x4 =g (x4) >4 FINI

3. On suppose H (n) ET
On suppose que 1,2, ..., Tn4+1 Sont > 0 et que 1 X T2 X .. X Tpy1 =1

On veut montrer B
CaD = +ao4+ ... FTpr12n+1

Je considére O0; = z1 x (mn_‘_l)% , Oo =22 % (:rn+1)71L yore €t Oy = @y X (mn_H)% .

> Comme [y, 0o, ..., 0, sont des nombres > 0
Et que (0;.005...00, = .... =1,

on peut appliquer H (n) avec O, 0s, ..., 0,
Ainsi on a

1 1 1
= 21 X (Tng1)™ + 22 X (Tnt1)™ + oo + Zn X (Tng1)™ 20

n
—> Doncona z1 X +x2+ ... + T, =

(xn-!—l)

3=

> Maintenant on a

1 X +Z2+ oo + Ty + Trg1 = (o) + Trg1 2 + ZTnt1 = h (Tnt1)

= On étudie la fonction h définie par h (z) = nl +x

(:C) n
On en déduit du tableau de variations que
Si0>0 alors h(O)>h(l)=n+1
> Conclusion :

n
T1 X F+T2+ .+ Tn + Tng1 22— + Tt
(l‘n+1)71

> h(try1) =h(O) =2n+1 Ouf, Fini !l

4. Pour tout ai,...,an > 0.

Jenote G = Va1 Xaz X ... X ap > 0.

N al Qa
On considére les nombres ©1 = — ..., T = —
G G
Les nombres x1, ..., x, sont strictement positifs et 1 X T2 X ... X ,, = ... = 1

Donc d'apres H<,>, on sait que :

1+ a2t 0 2n

al Qn

G G

a+---+a n ..

:>¥>G:\/a1><agx...xan Fini
n

— L4y



