MPSI Pour Lundi 07 Octobre.

DM 4. Autour des intégrales

Consignes pour le DM.
> Une copie pour 2 personnes (les associations se font par ordre alphabétique)
> La premiére copie est une copie double (qui peut contenir des feuilles simples mais il faut une copie double)

Intégrale

Exercice 1. [Correction] On considére les suites (S,,) et (I,,) définies par : ¥ n € N,

n 1
1 1 1 1 1 1 n ot
2. Montrerque :VneN, I,;1=

e
3. En déduireque : VneN, S, = Z

Exercice 2. [Correction] On considére les suites (S,,) et (In) définies par: Vn € N,

1 tn n (71)k+1
In:/O Tt Su=) i —

k=1

1. A l'aide d'un encadrement, montrer que: I, ——0
n—oo

n—1

1 tn
2. Démont VEZ0, > (-D)F = — — (=1)"
émontrer que 7k:O( ) o1 ( )1+t
111 —1)"
3. Endéduireque:Sn:1—§+§—Z+ ..... +(+:1n2—(—1)"ln

4. Conclusion (a justifier et compléter) : La suite (S,,) converge vers ......

Exercice 3. [Correction] On considére la fonction de la variable réelle
—112 x t2
D:zr—D(z)=e e’ dt
0

On admet que la fonction D est définie sur 2 =R
1. Etudier la parité de D, CaD calculer D(—z) en fonction de de D(z)
2. Prouver que : Vo € RT, ze ® < D(z) < z.
3. Ordre de grandeur de D(z) quand z — oo.
2

x 5 z2 x t2
3e 3 e

Mont :Vx € RY, O T 7/ —dt.
(a) Montrer que : Vo € RY /1 e 5 +4x5 1 —1—4 T

t2
(b) Soit la fonction h : t — c .
t2
i. Montrer que h est croissante sur [1,4o0].

1
2
t2

z €
IA S dt
—— ——0

61 /2 T—r00
X

z 2 x
ii. En déduire que : Vz € [1,+o0], / et—4dt < h(:r)/ dt,
1 1

iii. A I'aide du théoreme des gendarmes, montrer que

(c) Déduire de ce qui précede que 2z D(z) —— 1.

T—r0o0






Plus difficile

Exercice 4. [Correction] L'inégalité de Holder.

La question 1 est une délicate révision sur le calcul et le manipulation de puissance.
La question 2 est plus simple mais il faut manipuler les V.A.
La question 3 est difficile

Soit n € N* et (x1,..,Zn, Y1, ..., Yn) € R*™.

11
Soit (p, ) € (R%)” tels que —+— =1
P g

. 2 - :
1. Soient (a,b) € (R%)", démontrer que le minimum sur R’ de la fonction

t a t%
h:t— a? — + b7 — vaut ab.
p q

2. En déduire que pour tout ¢t > 0 :

t;l n tl n

q P

< E |z " + — E lys|?
p 3 A

n % n %
. (z mv’) (zw)
=1 =1

n
E LiYi
i=1

3. En déduire I'inégalité de Holder :

n
E LiYi
i=1




Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
1. Sur[0,1],ona 0 <t"e " <t"e®
On intégre et on gendarme
2. IPP
1

3. Ré Snt1 = Sn + ——.
écurrence car 41 —+ ol

1 . .
i e (Ix—1 — Ij) puis calcule de S,, avec le télescope.

4. OnaSp,=e—¢e I, ——e
| I— n—oo
—0

n— oo

Conclusion : La suite (S,,) converge vers e.

OU Bien Pour k > 1,

Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
1. Etude de (I,,).

(a) On va encadrer I'intégrale
> Vte[0,]1]
0 t" t"
< <
1+1 "1+t 140

>J'intégre I'inégalité sur [0, 1]

1 yn 1
Ainsi0 < I, = —dt < " dt
o 1+t 0
1 tn+1 1 1
Or / t"dt = [ Primitive], = =
0 n+1 0 n+1

(b) Clest le théoréme des 2 gendarmes.

2. On reconnait une Somme géo.

1
1
3. On remarque que : / ——dt =[In(1+1t)], =In(2)
L 1+t

On intégre I'égalité de la question précédent sur [0, 1], ainsi

1 1

1 2 n—1_,n—1 n " ]
——dt= 1—t+t"— ... -1 t -1 dt

A 1+t A [ * (=) TV

> A Gauche : c'est égale a In(2)

, 1 1 1 ()" ! n
AD i c' égaleal— -4+ - ——+.... — )" I
> roite : c'est égale a gty gttt —p +(-1)" I,
Comme lim I, =0, on a
n— oo
1492
In(2) =1-— % + % — % + + ( 114)92 F o + jusqu’a I'infini.



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

1. Ona f(—=z) = e_x2/ e dt.

0
On fait le changement de variable u = —¢

. . e T2
Ainsi on obtient e dt = — e’ du.
0 0

Ainsi f(—z) = —f(z). La fonction f est donc impaire.

2. Pour tour x > 0.
2
>Vtel0,z], ¥ <e <e”

2

> On intégre I'inégalité sur [0, z]

x
2
Ainsimg/ el dt < z.e
0

2
On en déduit I'encadrement en multipliant par e™* > 0.
t2

x
3. (a) Ipp en partant de/ —dt
1 B

(b) Soit la fonction h : ¢t — etT

i. La fonction h est dérivable sur 2 = [1, oo].

otet” (12 — 1)

et / 2tet” 4% —et” 2t
/ . - .
De plus V¢ > 1, f'(t) = {tQ:| = BE =

Donc la fonction est croissante sur l'intervalle 2.

ii. Soitx >1,0n a
2 et 1

e 1
>Vtellx], TS EE h(t);2 < h(x)?2

>0
.>0 (i
cart>1

T
| I
1 z—-1
Y p—
x
T 6tz dt
vit h— it
iii. On a facilement Quotient = pert _ 2 2t4 = pOSZ. Z.f =
Gros et positif
/2t
2
e’ x—1
. tit o 2x—1
Ainsi 0 < Quotient = pert a? @ (@—1)
Gros 2

2
x
€ Jox

Ainsi le théoréme des gendarmes assure que Quotient —— 0
T —r 00

Y e e 3¢ 3 e’
(C) Commefetdt:%+@—z+i/ 7dt on a

e’ dt + e dt
1

2

e e’ 3e
K tant —_—t— - — 4
< onsane+2 13 1

3/” et )
Srdt
4/

_ 1 3e _,2 L2 [T
- K z2 L 9c T d x dt
© 7 2x T T /1 Iz
. a2 2x 3e _,2 3 2 [Tt
Ainsi 2z D(z) = K 2z e +1+ w1 +Z 2z e t—4dt
—0 | I S — . 1 .
rroo 00 0 B oo 0 —0 voir ci dessus Q3b.iii

Conclusion : 2z D(x) —— 1.

T—r00



Solution de I'exercice 4 (Enoncé)  Soit n € N* et (21,.., Zn, Y1, ..., yn) € R*".
* 1 1
Soit (p,q) € (R})? tels que — 4+ — =1
P q

1. La fonction f est dérivable sur 2 = R}, et

, d| 7 tv IR 1¢p!
Vvt >0, h'(t) = — |a” +b | =g — X
q

D’ol le tableau

x 0 Clp/bq +o0o
—a? + bt — 0 +
R - 0 +
+o00 +oo
m

1 .
aP\ =g aP\p
m:h< ):ap(bq) +bq(bq)
be P q
_ aP @ b ar bibT
- p q

n n
2. Avec l'inégalité triangulaire, on a sz yi| < Z |s| |y:]
i=1 i=1
Pour tout t > 0 et tout i € {1,2,...,n},
On utilise la fonction h avec a = |z;| et b = |y;|
—1

1
ta te
Ainsi on a |z;] |yi| = ab < h(t) = |z;|? LA ly |4 v
p q
Puis on sommedei=1ai=mn
n 1 n 1 n
tT tv
Ainsi tout t > 0 : T yi| < zi|” + — yil?
Z S Z‘ "+ Z‘ |
=1 =1 =1
n
3. L'inégalité précédent assure que le ¥;| est un minorant sur R’}
i=1 s B
n P n q
pour fonction h avec a = (Z |xi|P> etb= (Z |yiq> .
i=1 i=1

Or le minimum de la fonction h est ab, ainsi on a

n n % n %
in yi| <ab= (Z |$z‘|p> (Z |yi|q>
1=1 =1 =1



