MPSI DS 2. Lundi 07 Octobre

4 heures

Question de cours

> Enoncer et démontrer la formule du binéme de Newton.

> Calcul de somme trigo avec les complexes.

Soit n € N*. On considere le complexe w = el
kn
Soit k€1{0,1,..,n— 1}. Justifier que : )wk - 1‘ = Zsin(—).
n

n 2cos (£
En déduire que: S, = ) |wk— 1’ = #
o sin ()

Rappel : sin0 = Im(eiD)
Autour des fonctions
Exercice 1. [Correction] On considére la fonction f définie par
f)=xIn(x)+1-x)In(1-x)
1. Déterminer 2, I'ensemble de définition et 2, I'ensemble de dérivabilité de la fonction f.

1
2. Montrer que le graphe de la fonction f admet la droite x = 3 pour axe de symétrie.

3. Déterminer et simplifier f’.
4. On admet que : lim [OIn@)] =0.
0-0
Déterminer les variations de la fonction f et préciser les limites aux borne de &

5. En déduire, sur 2, un encadrement de x* (1 —x)'~*

Exercice 2. [Correction] Le but de |'exercice est de montrer que pour tous a, b€ R} et pour tout ne N* :

(1+%)n+(1+g n;z”“

1 n
On considére la fonction f:t— (1+0)" + (1 + ?)

1. Justifier que f est dérivable sur R* et calculer et simplifier (cap FFB) f'(x).

2. Dresser le tableau de signe et de variation de f puis en déduire le résultat attendu.
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Somme

n n
Exercice 3. [Correction] Pour tout n€N*, on considére S, = )_ (—l)k_l%
k=1

el ("D -()
1. Montrer que, pour tout neN*, S, —S, = I;(—l)k_lT On convient que (nzl):o
2. Montrer que : Vn,keN, avec 0<sk<n

1([n+1 n|| _ 1 [n+1

k|| k kl| n+1{ k

Ly " 1
3. En déduire que : VneN", S,:1-S,=——
n+1

n
1
4. Montrer que : S, =) —
ik

Exercice 4. [Correction] On considére la suite (s,) définie par

n
so=2 et VYneN, sy =1+ ][] s
k=0

1. Généralités
(a) Calculer sy, s; et s3.
(b) Montrer que : VREN, sp41 = si—sn+1.
(c) Montrer que : VneN, s, =2.
2. Une somme
1

(a) Pour tout n, simplifier
sn—1 sp1—1

N
(b) En déduire que la suite (Z /s, ) converge et calculer sa limite.
n=0

Exercice 5. [Correction] Le but de I'exercice est de montrer que pour tous a,b € R} et pour tout n€N

(1+%)"+(1+§

n
> 2n+1
=

1
1. Montrer que V>0, t+; =2.

ayn "
2. Développer |'expression (1 + 5) + (1+ —) a I'aide de la formule du bin6me de Newton
a

puis en déduire le résultat attendu.

* L
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Intégrale

Exercice 6. [Correction] On considére la suite (I,,) définie par

1. Calculer Iy, I; et I.

2. Montrer que la suite (I;) croissante.

1 1 tn+1
3. Montrer que : VneN, In:——f dt
2 Jo 1+1t"

1 t"+1

4. Montrer, a I'aide d'un encadrement, que : f dt —— 0.
o 1+1t" n—00

Que peut-on en déduire?

5. En peu plus précis.

1 tn+1 In2 2 1
(a) Montrer que : VneN, f :———f tin(1+1¢") dt
o 1+17 n  nJo

(b) Montrer que : Vx=0,In(1+x)<x

0

n—oo

1
puis que : f tIn(1+1¢") de
0

1
(c) En déduire la limite, quand n — oo, de : n(ln—g)

Exercice 7. [Correction] La fonction tan est défini a la question Q1
On définit les suites (1) et (S;) :

b 1 1 S DL DL

Yn=0, In:f4tan”(x)dx et Snzl——+——--~+( ) = )

0 3 5 2n+1  [Zp2k+1
.. T T sin(x
1. La fonction tangente est définie sur @:]——,—[ par: Vx€ 9, tan(x) = ()
22 cos(x)

(a) Montrer que tan est dérivable sur & et exprimer tan’ en fonction de tan.
T
(b) Montrer que : Vxe€ [O’Z] , 0<tan(x) <1.

2. Lien entre S,, et I,

(a) Pour k€N, trouver une primitive de 0’02k,
/g

En déduire la valeurs de f (1+tan2(x)) tan?* (x) dx
0

7
(b) En déduire sans récurrence que : YneN, S, = 1 +(=D"I41
3. On admet que la suite (I,) est positive et décroissante.

1
(a) Montrer que : Vn=2, In,+1,= —
n_

(b) En déduire que la suite (I,;) converge vers 0.

(c) La suite (S,) converge-t-elle?
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Bonus Original

Exercice 8. [Correction] Soit neN".
ab

Pour tout a,b >0, on appelle somme paralléle de a et b, notée al|b le réel : allb= s
a

1. Démontrer que I'addition paralléle est associative, CaD que : Va,b,c>0, (al|b)||c = al|l(bl|c).

2. On va de démontrer I'inégalité de Milne, CaD

n n n
Val;--;anrbl;--;bn) € (Ri)zn) Z (ak”bk) s (Z ak) || (Z kk)
k=1 k=1 k=1

(a) Pour tout a,b> 0, déterminer le minimum de la fonction [x— ax?+b(1-x)?].

(b) En déduire que : Ya,d’,b,b' >0, (allb)+ (d'||b)) < (a+a)||(b+Db)
(c) En déduire I'inégalité de Milne.

Kulture : Lorsque I'on a 2 résistances R et R’ en paralléle,

!
alors la résistance équivalente est égale a iR R|IR'.

+R

Page 4/13



MPSI

DS 2.

Lundi 07 Octobre 4 heures

- 2
Solution de I'exercice (Enoncé) On note w = eln
1. Soit k€{0,1,..,n—1}.

)wk—l‘: e

iD_1|

: Od
e’D/ZZisinE‘

. D‘
sin —
2

=121

. kn'
sin —
n
k
or ke{0,1,.,n—1} donc o € [0, 7]

. km
=2sin —
n
2. Ona

sin[%) S= sin(%].éomink—;

krn ( znn )

2sin — sin
n

-3

n
k=0

k
Or ZSin—n sin(l) =couple— Célibataire
n 2n

. b4
=Domino=2cos —
2n

2cos & 2
Ainsi on a §= — 5" = —
sin(4-) tangy

Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
1 1
1. Comme f(E —h) =..et f(i +h) =..., on a bien égalité. Ce qui conclut.

x>0

2. On peut calculer le nombre f(x) Ssi { l_%>0

Donc la fonction f est définie sur 2 =]0,1[

De plus la fonction f est fabriquée avec les fonctions classiques et les opérations usuelles
ainsi la fonction f est dérivable sur 2' = 2.

! _ _ ) = X
Onavxe?, f'(x) =In(x)-In(1-x) ln(l—x)

3. Ona
X
—=21l<— —-1=20
1-x 1-x
2x—1
=0
1_
On fait un bé tableau de signe
1
pY —00 — 1 +00
2
2x—1
- 0 + Il -
1-x
1|
<~ x€|-,1
2
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Ona:f/(x)BO@ln(i)BO@L;lﬁxe
1-x 1-x

|
21
2

lim f(x)= lim (xIn(x)+(1-x)In(1-x))=0+0=0
x—0t x—0t

4. Ona

et linll f(x) =0 a cause de la symétrie. Ainsi on a le tableau
o

1
2

0 0

| T~

—-1In(2)

5. Pour tout x€ 2, on a X~ (1- x)lfx — exln(x)e(lfx)ln(lfx) — exln(x)+(1—x)ln(lfx) — ef(x)

Le tableau de variation assure que : Yxe &, —In(2) < f(x) <0,
Ainsion aVxe?, e M2 <x*(1-x1"*< e
=1/2 =
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~ 1 n
Solution de I'exercice 2 (Enoncé) On considére la fonction f:t— (1+ 8"+ (1 + ;)

1. La fonction f est dérivable sur R* et

fl) = a a+n" +( +1)n
X
dx t
_1 1 n-1
:n(1+t)"_l+—n(1+—)
12 t
-1 (1+1)"}
=n1+0" s = (—)
4+ 2 r
1
_ n-1{4_
=n(l+1 1 eS|
1 n+1_1
— n—
= n(1+t) W
2. D’apreés le propriétés des mondme, on sait que : Mo 120Ssit21
D'ou le tableau
X 0 1 e}
sgn f’ - 0 +
fa
Conclusion : Y x>0, f(1)= f(1)=2"+2" =2"+!
. S a - an "l
On applique cette inégalité avec t = m >0, ainsi on a (1+E] +[{1+—=| =2
a

Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

n
1. A cause de la convention, ( ) =0
n+1

ainsi S;, = Z’(l)k1 Z(l)kl()
On a donc
n+1 n+l1 n n
Sn+1-Sn= Z(—D’H( ) -y (k- 1)
k=1 ko k
On regroupe les sommes
n+l n+ly _(n
_Z( l)k 1( ) (k)
2. Ona
l n+1_n _l[ (n+1)! _ (m)! ]
k k k Kin+1-Kk)! kl'(n-k)!
1 (n+1) _1]
Tkkln-k)!' | (n+1-k)
1 k ]
Tkkl(n-k)! | (n+1-k)
_ (n)! 1 (n+1! 1 [n+1
Ckn+l-k)! n+l k@m+1-k! n+1| k
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3. On a donc
n+l n+ly _ (n
Sp+1—-Sn= Z (_Dkfl ( k ) (k)
k=1
S ek (”“)
k=1 k
-1 n+1 &
= -1
n+1 k;( )
-1 n+1 k 1
=i | S0 L = g [t
k=0 k=0
On a maintenant
Sp=S8p-1=—
Sp-1—Sp-2= ")
S2-81= =
2 1= 2
On somme les égalités et on simplifie ainsi
no1
Sn=S1=Y. E
k=2
LU | LU | no1
= Sp=S1+ ). E:”Z 7= 3 T
k=2 k=2 k=1

Solution de I'exercice 4 (Enoncé)
1. Généralités
(@) On as;=3, sp=7 et s3=43.

(b) Pour tout n, on a

n
Sn+1 =1+ H Sk
k=0

=1+598152...Sp-15n
0O

Orsgp1=1+ H Sk
k=0

Donc s;, =1+ 5981 82...8—1
=1+ (sp—1)sp=s2—sp+1
(c) On fait une récurrence.

2. Une somme

(a) Pour tout n, on a

1 1 _Sn+1—1-[sp—1]
sn—=1 Spr1—1  (Sn—D(Spe1-1D
_(sE—spt+D—sp

B (Sn=D(sp+1—-1)

_ (sn— 1)
(Sn=D((s%-sp+1)-1)
(sp—1)2 1

T Gn-DGnn-1) s
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(b) Avec les dominos, on obtient

/5 = —_—
ngo i nz::o sn—1  spy1-1
1 1

so—1 sy41-1

De plus A}im SN = 0O oups j'avais oublié de faire démontrer
—00

N 1
Ainsi on a lim l/Sn =
~®n=0

=—=1

1
so—1 2-1
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Solution de I'exercice 5 (Enoncé)
?-2t+1 _ (t-1)?

= =

t t

1
t+-|-2=
t

2. Ona

1. Pour tout t>0, on a:

=20 cart>0

avec y =4[y

Or yk+ — =2 d'aprés Q1.a avec t=yk >0
Y
" n
=) |, |
k=0(k)
n
222( ) zz( )(1)’€ 2(1+1)" =21
k=0

Solution de I'exercice 6 (Enoncé) On considére la suite (I;) définie par

1. Ona

Ly
In=| ——dt
n fo 1+ "

— t—f Monomedt

Lot Ly
12=f dth —dt
o 1+12 o n

I :f —dt:f [Décomposition en élémént simple] dt
0 0

2. Ona

1

0

|
[

1 1
I dt
e f 1+ t”+1 fo 1+t

1+ T+

Or

1
f t.t
0

1+1¢

t t
dat

(1+ ") - (1+ ™)
(1+ 1) 1+ )

th tn+1

(1 + ) (1+ 67

1-¢
(1+ ) a+ M

n

" 1-¢

———— | est =20 sur [0,1]
(1+ ) a+em

donc l'intégrale est =0 Fini
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1 1
3. On af tdt=...=—. Ainsi on a
0 2
1 1 tn+1 1 1 tn+1
——f —dl‘:f tdt—f ——dt
2 Jo 1+1t" 0 o 1+t
1 tn+1
= t— dt
fo 1+t
L g(1+ ) — )
:f LG LA PP
0 1+t
1 t
= —— |dt=1
fo 1+ "
4. On a
n+1 t"+1
Siref0,1], 0< <—— =1l
1+t" 140
On integre I'inégalité sur [0,1]
1 1 t"+1
Ainsi 0<s Iy — - <
"2 fo 1+"
1 n+2 11
sf g || 2 ]
0 n+2 0 n+2

. . 1 P 1
Comme Majoration=—— — 0, on a avec le théoréme des deux gendarmes I;, — —.
n+2 n—+oo n—+oo 2

5. En peu plus précis.

(a) On fait une IPP

, tﬂ—l 1

u' = s u=—In(14+t"
1+ " n ( )

y:tz wwy,:Zt

A finir
1+x 1
(b) On utilise les intégrales avec In(1+x) =In(1+x)—In1 :f ;dt
1
(c) On va montrer que :

Perir 1
Quotient = =f tin(1+t")dt ——0
gros Jo n—oo

On utilise I'inégalité précédente,
ainsi t€10,1], 0<¢In(1+ ") <"
On intégre I'inégalité sur [0,1]

1 1
On a Osf tin(1+¢") dt sf r.t"dr
0 0

tl’l+2 1 1

0 n+2

<

n+2

1
Avec le théoréme des 2 gendarmes f tin(1+1¢") dt ———0. Fini.
b =

Solution de I'exercice 7 (Enoncé)  On définit la suite (I) par

P/

Vn=0, In=f4tan”(x) dx.
0

1. Généralité sur I,
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(a) On minore l'intégrale.

s

(b) Ona I -1y =f4 tan” (x) [tanx — 1] dx, puis on minore l'intégrale.
0

(Ainsi on pourrait conclure que la suite (Ig) converge vers une limite £ =0. )

2. Ona

— On a

On a donc

In+1Ins2

3. Convergence de Ij.
(a) Ona

— D’une part

DS 2. Lundi 07 Octobre 4 heures
1+tan®x Une Pwrim'tlve tan x
imiti 1
[1 +tan® x) tan”  Une Frimitive (tanx)"
n+1
b4
4 n n+2
= f [tan (x) +tan (x)] dx
0
I i
4
= f [1 +tan? (x)] tan” (x) dx = (tanx)"| =
0 +1 0 n+1
1

Comme 0< I42, On a

— D’autre part
Comme I42<Ip,ona In+Ilpeo <Ip+1Iy

=
n+1

(b) Les gendarmes

4. On considére la suite (S) définie a I'aide de la somme

n o (-pk 11 -l (—p”
Sn:Z( ) -1 __...+( ) +( )
k:02k+1 3 5 2n—-1 2n+1
(a) On sait Io+] ! d ! Ly+1
a sa e =—— donc —— =
n It que IO 0O+2 O+1 n 2k+1 2k 2k+2
n (_l)k
Ainsi avec les dominos, on a S; = Z =.
im0 2k+1
b i I — 0 I —
(b) On sait que 0,7 donc Ipj42 n_>+000

Conclusion : Sp=Ip+(-1D)" Dy — Ip=
n—+00

Solution de I'exercice 8 (Enoncé) L'inégalité de Milne

1. Ona
ab
bc
bllc=_a+b  _ a
(allbylle ab ab+bc+ca
a+b
et
a bc
b+c abc
b = =
all(blic) bc ab+bc+ca
b+c

Donc I'addition paralléle est bien associative.

2. (a) Comme ax?+b(1-x)%=(a+b)x*>-2bx+b, on sait que le minimum est atteint lorsque x =

v 2b?

In<Ip+1I = —
n n n+2 ntl

<2I,

=..=lp+ (D" by

4

, ainsi il vaut

2(a+b)

ab —allb

b - _
(@+b) a+b a+b+

b \? b
(a+b)) _Zb((a+b))+b

- a+b
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Conclusion : a||b= Minimum sur R de ax2+b(1—x)2 =min(ax2+b(l—x)2]

(b) Pour tout x, on a
(a+a) x> +b+b)A-x?=lax’> +b1-x?+[d x> +b (1-x)?]
= min(ax2+b(1—x)2]+min(a’x2+b'(1—x)2)

=(allb)+(a@'|Ib")

Donc (al|b) + (d'||b") minore (a+ a')x2+(b+b’) (l—x)z, c’est donc plus petit que le minimum, ainsi

Conclusion : (allb) + (@ |Ib)) < min((a+ AV +(b+b)(1— x)z) =(a+ad)ll(b+b)

(c) On fait une récurrence.
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