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1 Vocabulaire, Quantificateur

Définition 1.
Une suite numérique (réelle ou complexe), notée (1) e,
est une liste d’éléments de R ou C indexées sur N, CaD

Attention Il ne faut pas confondre : la suite (u;) sen €t le nombre u,,.

(UndneN =] Uo , UL ,Uyeeey UBAT 5eeey U021 5eeey U245 eee
—l L o T i
n=0 n=1 n=641 n=1492 n=1024

Exemples

> La suite constante égale a a, CaD (a) yen = (@, 4, ..., a,..),CaD V1, uy, =a
> la suite (@) pen = (1, a, a?, a°..., a", ..) est une suite géométrique de raison a, ona Vv n, u, = a"

>la suite ((-1)") .= (+1,-1,+1,-1,...,.),,ona Vv n, u, = (-1)"

Définition 2. Vocabulaire générale
> La suite (u,,) ,en €St croissante
SsivneN,, upi1—u,=0

> La suite () ,en €st majorée
Ssill existe M telque VneN, , u, s M

> La suite (u4y) sen €St bornée
Ssill existe K telque VneN, , |u,| <K
Définition 3. Suite récurrentes

> On dit que la suite () ,en €st une suite récurrente d’ordre 1 Ssi

Ssile nombre u,.; s’exprime (entre autre) en fonction du précédent, CaD de u,.
Faire des récurrence d’ordre 1 nest jamais une mauvaise idée.

> On dit que la suite (1) ,en €St une suite récurrente d’ordre 2 Ssi

Ssile nombre 1,47 s’exprime (entre autre) en fonction des 2 précédents, CaD de u;+; et uy.

Faire des récurrence d'ordre 2 avec double initialisation n'est jamais une mauvaise idée.
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2 Alamode géométrique.

Définition 4. A la mode géométrique
On dit que la suite (u,) zen est de type/modele géométrique
Ssi on a une relation de laforme VneN, u, 1 < (Facteur) u,
| IS |

Remarque : il est possible que le facteur dépendent de n, CaD Facteur = Fp.

Alamode géométrique
Soit (1) nen Une suite type/modele géométrique, alors on a le calcul suivant

VnelN, u, <F,_1 u,—1
| I |

<Fuo1(Fyoz Up-2)

| I |

< Fp-1.Fp-2.(Fp-3 Up-3)
< Fy1Fp—...(Fy up)

Théoreme 5. Cy, div, chaos pour des suites géométriques.
Soit (1) nen Une suite géométrique de raison g.
AVlaide du calcul "alamode géo",onaVneN, u, =q" ug
Alorson a
>Lorsque g =1
alors la suite (u,) ,en €St constante égale a uy et donc elle converge vers u.
> Lorsque |g| < 1 alors la suite (u,) ,en converge vers 0.
complément lorsque 0 < g < 1 la suite est monotone et lorsque —1 < g < 0 la suite oscille.
> Lorsque g > 1 alors lors la suite (u,,) ,en diverge vers +00 selon le signe de ug.

> Lorsque g < —1 alors lors la suite (1) ,en chaotique cap ne converge pas et ne diverge pas vers +oo.

Démonstration :

bouge

- Lorsque g > 0, on utilise u,, = q" uy = ug a = upe™™ @ 1 y a 3 situations :

Situation 1:1n(q) >0 < g>1

on aalors nln(q) +oo et lim u,; =oo
n—oo n—oo
Situation2:In(q) =0 < g =1
la suite est constante égale a uy

Situation 3:1In(q) <0 < q€]0,1[

on a alors nln(q) —ooet lim u, =0
n—oo

n—oo

—Lorsque g €] —1,0[, on va mesurer la distance entre u, et 0

|ty — 0| = |unl = 19" ugl < 191"\ up| = |ugl exp(nin|gl) 0carln|q| <0

n—oo

Donc la distance entre 1, et 0 tend vers 0
Ainsi la suite (¢,,) ,en converge vers 0.
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3 Lessuites Arithmético-Géométriques.

Définition 6. Les suites Arithmético-Géométriques
Soit (u;) nen Une suite.
> On dit que la suite (u,) zen est arithmético-géométrique

Ssi Il existe deux constantes a, b tel que
VrneN, u,.1 =au, +b.

Remarque : Une suite arithmético-géométrique est donc une suite récurrente d’ordre 1.

> La suite Homogene associée est la suite (Hy,) ,en Vérifiant la récurrence

VneN, Hn+1:aHn+£|

Théoréeme 7.
Soit () nen une suite arithmético-géométrique vérifiant

Vn, upey=au,+b

Alors la suite (1) en st la somme de
> D’une suite particuliere (K;) constante et vérifiant la méme récurrence
> De la suite Homogene associée (Hp,) jen-

Conclusion:VneN, u, =K, + H,

Démonstration :
Soit (1) en Une suite arithmético-géométrique vérifiant VneN, uyy1 =aun+b
et (Ky) une suite particuliere constante et vérifiant la méme récurrence

Ona
Up+l =aup+b
Kn1 =6lKrl+b

Un+1—Kpn+1 =aup—-aky

= (Up+1—Kp+1) =a(up—Ky)
Ainsi la suite (Hp) ,en définie par Hy, = uy, — Ky

est une suite vérifiant la relation Homogene associée celle (up) nen, CaD une jolie suite géo.

Conclusion:onabienVneN, u, =K, + H, = Ky + Hya"

Bonus : Comme (Kj;) est une suite suite particuliere constante et vérifiant la méme récurrence,

ona:VneN, K, =KetK;+1=aK,+b,

ainsiK=aK+b = K= 1 (lorsque a #1).
—a

b
Conclusion : lorsque a# 1,ona:VneN, u, =K, + Hy, = 14 +Hya"
—-a
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4 Suites d’ordre 2.

Définition 8. Suite récurrente linaire d’ordre 2.
Soit (uy) nen UnNe suite.

> On dit que la suite (1) ,en €st une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants Ssi il existe

a, b, ctel que
4 VneN, aup2+buysi+cu,=0 aveca#0

> On appelle alors équation caractéristique associée a la suite (1) yen,

Léquation caractéristique aX>+bX+c=0

Théoréme 9. Calcul du nombre 1, en fonction de n.
Soit (a, b,c) e R* xR xR avec a # 0.

Soit () nen une suite vérifiant VneN, auyio + by +cuy, =0.
Soit aX? + bX + ¢ = 0 son équation caractéristique et A = b> — 4ac, son discriminant.

‘Lorsque A=b*—4dac> 0‘

Alors I'équation caractéristique a 2 sol/racines distinctes r et r’ dans R

etona:vYneN, u,=Ar)"+u()*  avec A, u des constantes.

‘Lorsque A=Db*-4ac= 0‘

Alors I'équation caractéristique a a 1 seule sol/racine r = r’

etona:vVneN, u, =AN" " +unr)y=A+un)r" avec),u des constantes.

‘Lorsque A=b?-4dac< 0‘

Alors I'équation caractéristique a 2 sol/racines distinctes r et ' dans C
Deplusr=a+ib=peletr'=F=a—ib=pe "

etona:vVneN, u,=1 [p” cos(n@)] +ulp” sin(n@)] avec A, i des constantes.

Démonstration : Les 3 situations se font exactement pareilles.
Pour la démonstration, je suppose que A = b* —4ac > 0.
La démonstration se fait en 2 étapes.

> Etape 1 : On choisit finement A et p.

Onveutque VY neN, u, =Ar" +u(r")" donc cela doit étre vrai pour n=0et n=1.
Je choisis A et u pour que

0 N _
{ Ar?+ u(r'® = ug @{ A+pu=ug

Art+ur = uy Ar+ur’ =u
U —ru
A+pu=1ug A+pu=up—pu=up— lr,_ro
0+u(r'—=r=u —rup _m—ri
r'—r

> Etape 2 : On démontre maintenant par une récurrence a 2 étages

Heps @ up = Ar" + ()™
Initialisation : H¢p> et H<1> sont vraies a cause de I'étape 1.
Heérédité

J’y vais rapide, je n’écris pas le "on suppose ... ", nile "on veut montrer ...."
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Ona

Un+2

= l [=bup+1— Uyl
a
_ % [—b(/lr'”l +IJ(IJ)”+1) + —c(lrn +IJ(1’,)”)]

-br—c -br'-c
=)Lr"( )+,u(r’)"(—)
a a
Comme r et r’ sont des solutions de I’équation caractéristique

-br—c
Onaar*+br+c=0 = r’= ——

a
=Ar" )+ p ) ()

=Ar"2 4+ u(Y"™?  fini.
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