TD 7 'Trigo et suite classique. Jeudi 10 Octobre 2024.

Trigo et Arc-Trigo

Exercice 1. Soit z € R*.

. 1
Simplifier arctan(z) + arctan ()
x

Exercice 2. [Correction] Soit z € }—57 g [ On considere P, = H cos (1> .

ok
k=2
. .. sin2«a L 1

1. Simplifier — . En déduire que : Vn>2, P, = ——+——

sin @ 271 sin (L)

3 |:|
2. On admet que lim m Déterminer lim P,.
O0—o O n—+00

Exercice 3. [Correction] On considére la fonction h : & — arcsin(z) + arcsin (\/ 1-— xz)

1. Déterminer Z et 9.
2. Calculer et simplifier A’

3. En déduire une expression simplifiée de h(z)

Suite classique d’ordre 2

Exercice 4. [Correction]

1. Soit n € N. Montrer par récurrence qu'il existe deux entiers a,, et b, tels que
n
(2+V3) =an+baV3.

On exprimera a,41 et b, 41 en fonction de a,, et b,,.
Calculer ag, by, et ay,by.
2. Montrer que la suite (a,,) vérifie une relation de récurrence d'ordre 2.
En déduire a,, en fonction de n.
3. Montrer que Vn, a2 —3b2 = 1.
En déduire qu'il existe Ny € N* tel que : (2 + \/g)n = m+ No—1

Exercice 5. [Correction] On considére la suite (uy,) définie par : ug =2, uy =6et Vn € N, upyo = 6upt1 — 4uy,
1. Démontrer que le nombre u,, est un entier pair.
2. Calculer le nombre u,, en fonction de n.
3. Montrer (sans faire d'approximation numérique) que . On a donc (3— x/B)n — 0

n——+oo

4. Onadmetque:0<3—\/5<1, ainsiOnadonc(iS—\/g) — 0

n——+4oo

En déduire que : sin [(34— \/5>n7r] — 0

n—-+o0o

Méthodologie : Il faut faire le lien entre (3 + \/g)nw et ce qui précede

Avec Q2, on a (3 + \/5)” est lié a ...
On remplace. Avec Q1 , on peut gérer ....
On calcule sachant que la fonction Sinus est 2m-périodique. Enfin avec Q3, fini



2w
1

Complexe

Exercice 6. [Correction] Soit w = exp (z) donc w est la racine 11-iéme fondamentale de I'unité.

1
On consideére les complexes

S=wt+uw+w+w 4+ Et T=? 4+l +0"+0d 4+

1. Autour de w

3 10

> Calculer w'!. Placer dans le plan complexe, les complexes : w, w?, w?, ..., w

> En déduire que : S =T et ImS >0
2. Somme/produit.

(a) Calculer S+ T et vérifier que : S.T = 3 Le calcul de S.T est un peu lourd. Admettre?

(b) En déduire la valeur de S et de T.

3. Calculs intermédiaires.

10
(a) Montrer que : Z (—w3)k = —itan (?T)

k=1

2
(b) Montrer que : w — w'® = 2isin <171T>

3 2 .
4. En utilisant Q4a. et Q4b., exprimer tan <171T) + 4 sin (;17) en fonction de T et S, puis vérifier que

3T . 2T
tan (11> + 4sin (11) =+v11

Amusant

Exercice 7. [Correction] Soit f une fonction de N a valeurs dans N vérifiant Vn €N, f(n)+ f(f(n))=2n

Avant de commencer, faisons quelques remarques, utile.

> Comme la fonction f est a valeurs dans N,
on a forcément f (OJ) est un entier> 0.

> L'égalité f (n) + f (f (n)) = 2n doit se comprendre f (O) + f (f (O)) =20

De plus, pour utiliser cette égalité, il faut d'écrire la phrase

J'applique I'égalité avec [J = ..., ainsi on a

> Comme f est une fonction, on sait que : Lorsque n = 2 alors f(n) = f(2)

mais attention a priori la réciproque est fausse.

1. Généralités.
(a) Montrer que : Vn e N, 0 < f(n) < 2n.
(b) Calculer f(0).
(c) Justifier que f (1) est égale a 0,1 ou 2.
— On suppose que f (1) =0.
Trouver une absurdité.

— On suppose que f (1) = 2.
Trouver une absurdité.
— Conclure.

2. Montrer que : Vn,m € N, f(n) = f(m) = n=m.

3. Soit n un entier.
On suppose que f(0) = 0, f(1) =1, f(2)
2., f(n)=n

(a) Avec un R.A. et en utilisant Q.2., montrer que :
p=n+1alors f(p) >n+ 1.

(b) On suppose que f(n+1) > n+1.
Strict

Montrer, en utilisant f(0) + f (f (0))
2[] et 3a, que c'est absurde.

(c) Montrer que Vn €N, f(n)=mn.

Si






Correction.

Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

1. Récurrence

1
2. Ona lim P, = ———, c'est une Fl avec sin(0) donc va utiliser I'approximation linéaire.
n—+4oo oo sin(0)
1 1

lim P,= lim —— = lim ————————

n—+o0o n—+oco 2n+1 gin (271%) n—-+4oo 2"+]‘[D + O(D)]
. 1 1 2
= lim p- p- :—W/Q:f

n—+oo n
3 7O (2)

Solution de I'exercice 3 (Enoncé) calcul et simplification de f’
On a

Vee?, fl(z)= %[arcsin'(x)] + %[arcsin V1—a?

- =V e

1 1 1

= 71 _?2 + (_Q-f) 2\/1 — 2 \/1 _ (1 _ $2)

. 1 _ 1 T
VI—22 V1—22 22

N S
V1 —z? ||
On discute selon le signe de z.
Siz €9 etx>0, alors |z|=+zet f'(x)=0

1
Vv1—x2

Siz €9 etx<0,, alors|z|=—xzet f(z)=2 = 2arcsin’(z)



Solution de I'exercice 4 (Enoncé)

1. On démontre par récurrence
H (n) : | Il existe deux entiers a,, et b,tels que (2 + \/g)n = an + b V3.
Initialisation

On a (24 v3)% =1 je choisis ap = 1 et by = 0

Hérédité Je suppose que H< > est vrai.

. +1
On veut trouver an+1 et by41 entier tel que (2 + \/g)n = ant1 + bns1V3

On veut avoir
(2+v3)"" = (2+V3)" (2+V3)
On utilise H (n)
= (an +bnV3) (24 V3)

= [2an + 3bn] + V3 [an + 2bs]
Je choisis an+1 = 2ay, + 3b,, et by+1 = an + 2b,, et ce sont bien des entiers!!!
De plus
(2+\/§)0:1:>(10=1€tb0=0

1
(2+v3) =2+V3=a1=2etbh =1
2. On sait que byp4+1 = an + 2b,. On va utiliser I'autre relation de récurrence pour calculer b,, est b,,+1 en fonction des termes
de la suite (an)

An+1 = 20y, + 3bn, = by, = ...
et
An+42 = 2an+1 -+ 3bn+1 = bn+1 = ...

L'égalité bpy1 = an + 2b,, devient ( aprés simplification ) an42 — 4an+1 + an = 0.
3. La suite (an) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

On doit résoudre X2 —4X +1 =0.
Apreés calcul,on trouve que : Les racines sont 2+ v/3 et 2 — /3.

On sait d'apreés la théorie des suites, qu'il existe 2 scalaires \ et u tq

an:/\(2+\/§)n+u(2—\/§)n pour tout n € N.

On a sait de plus que
ao:1:>)\+,u:1

a=2=A(2++3) +p(2-+3)
Conclusion : a, = % (2—1—\/3)“—&—%(2—\/5)“ pour tout n € N.

4. On fait par récurrence (1 étage) : Hepns : (an)? — 3(bn)* = 1.
On en déduit que
(2+V3)" =an+b,V3
Or ay, by, sont >0
= V(@) + /3 (bn)?
Or (an)2 — ?)(bn)2 =1
= V/(@)? +V/(an)? -1
=+vNo++vVNy—1 avec Ny = (an)2




Solution de I'exercice 5 (Enoncé) On considére la suite (ug) définie par
ug =2, ug =6 et Unpyo = 6upt1 — duy

1. On fait une récurrence.

2. C'est une suite récurrente d'ordre 2 classique
A la fin, on trouve que wu, = (3 + \/g)n + (3 — \/5)77,

3. On y va direct

3)°-(v5)° 9-5 y
3+v5  3+6

3-V5=
ET

1—(3—\/5):f—2:%>0

Conclusion : On abien 0 <3—+v5< 1

0

4. On a le cheminement naturel (CaD qui suit les indications qui sont assez naturelles)
sin [(3 + \/g)nﬂ] = sin [(un - (3 - \/g)n) 7r]
= sin [unﬁ — (3 - \/g)n TI']
Or uy est un nombre pair
donc on peut écrire  u, = 2k
= sin [2k7r — (3 — \/g)n TI']
Or la fonction Sinus est 2w — périodique

Donc

=sin[- (3—+5)" 7] ——0car — (3—V5)" ——0

n—o0 n—oo



. 2
Solution de I'exercice 6 (Enoncé) Soit w = exp (21—7{) .
On considére les complexes

S=w+t+wtwr++w® Bt T=w? +0® +0" + 0%+ 0™
1. Ona

— Tout d'abord on a le dessin d'un gateaux divisé en 11 parts égales.
—s C’est marqué dessus, les Racines 11-iéme de I'unité vérifient w'' = 1.
— Enfin on sait que 1 + w1 + w2 + ... + w10 = 0.

2. On fait un bd dessin et on devine que o
S =T e ImS>0

— Rappel : S est le conjugué de S et ImS est la partie imaginaire de S
3. Montrer S+T =—-1 et ST =3.
S+T=witwr+..+wio=—-14+ 14w +w2+..+wig) =—1
ST = (w+w3 +wt +u° +w9) (w2—|—w6 +w7+w8+w10)
= On fait le méga développement
= On simplifie avec w'' =1 donc w'? =™ = w
= On trouve au final =5 — 2 (w1 + w2 + ... +wip) =5—-2=3
— On trouve facilement (par substitution) S> + S +3 =0
On a donc 2 solutions possibles S1 = —% + %z 1let 52 = —% — %’L\/ﬁ

Or ImS > 0 donc

1 1 —_ 1 1
= —=+ —iV1l [ = = —=— —V1l
S 5 21 et S 22

2
4. On a
10 10
N k 3
(—w) _Z(D) -4 avec O = —w
k=1 k=0 k=0
1-0"
- =
1-0
O-g*t
~1-o
10
_gl-0°
1-0
— (—w?’) 1—w®
- 1+wd
e 1-w™?
14 w3
Argument moitié
w5/ (w3/2 _ w_3/2> 2isin (3%) itan (37
=Y e (W=3/24+w3/2) —  9cos (3:3%) o ( ﬁ)
w—w' :o.;—T:eizT’1r —efi%r = 2¢sin (21)
11
On a donc
, ) 10
- . - ) 3\ k . 10
tan (H) + 4sin (ﬁ) :’kz (7"*’ ) - (wiw )
=1

On détaille la somme

:i[fw?’erG —tw—wt o —w W - +w8} -2t (wfwm)
On factorise i et on reconnait S et T

=¢[T - 5]

(-4 $) - (-4 o)

=1 [—u/ﬁ} =11 Yes.



Solution de I'exercice 7 (Enoncé)
1. Généralités.

(a) On suppose que n € N.

‘ On veut montrer que 0 < f (n) < Qn‘

Comme I'énoncé le fait remarqué, on sait que n = f (O) > 0.
J'applique I'égalité avec n ainsi

Pour majore A-B, on .....
On adonc f(n)<2n—0=2n Fini

(b) J'applique I'égalité précédente avec n = 0,

Ainsiona 0< f(0)<2x0
=—> On adonc f(0) =0

(c) Japplique légalité précédente avec n =1

Ainsiona 0< f(1) <2
De plus on sait que f (1) € N
—> Onadonc f(1)=0,10u 2
— On suppose que f (1) =0.
J applique I'égalité (initiale) avec n =1,
Ainsi f(L)+ f(f(1)=2x1=2
= f)+f(0)=2
Or on sait que f(0)=0et f(1)=0

<= 0=2 OUPS, c'est absurde

Donc I'hypothese f (1) = 0 est fausse
— On suppose que f (1) = 2.
J'applique I'égalité (initiale) avec n =1,
Ainsi f(1)+ f(f(1))=21=2
= f)+f(2)=2
Or on sait que f(1) =2
— f(2)=0

J'applique maintenant I'égalité (initiale) avec n = 2,

Ainsi f(2)+ f(f(2)=22=4
= fQ2)+[(0)=4
Oronsaitque f(2)=0et f(0)=0
<= 0 =4 OUPS, c'est absurde

Donc I'hypothése f (1) = 2 est fausse.

Conclusion : f (1) = 1.



2. Soit n et m deux entiers. On suppose que f(n) = f(m)

‘ On va montrer que : n = m. ‘

Comme f(n) = f(m), on a f(G) = f(D), CaD f (f(n)) = f (f(m)).
Ainsi f(n) + f (f(”)). = flm)+f (f(m))l

2n =2m

— n=m Fini

3. Soit n un entier.
On suppose que f(0) =0, f(1)=1, f(2)=2,...... f(n)=n

(a) On va faire un R.A (Raisonnement par |'absurde)
On suppose que p >n+1letque f(p) < n+ 1.
stric

— Comme f (p) est un entier et que 0 < f (p) < n+1,

stric
Alors forcément on a f (p) = k € {0,1,...,n}
On sait de plus que comme k € {0,1,...,n} que f (k) =k

Ainsiona f(p) =k = f(k)
= p==k (A cause de Q 2)

C'est absurdecarp>n+letn>k=p

(b) On suppose que f(n+1) > n+1.Onnotep=f(n+1)

Strict
J'applique I'égalité (initiale) avec n + 1,

Ainsi f(n+1)+f(f(n+1)) =2.(n+1)=2n+2
= p+fp)=2(n+1)

= f(p)=2n+2-p
Or pour majorer A-B, on .....etonsaitque p=f(n+1) > n+1

Strict
Onadonc f(p) < 2n+2—-(n+1)=n+1

Stric

Onapourfinirf(p)s< n+let f(p)2Zp=f(n+1) > n+1
tric

Strict

OUPS c’est absurde. Donc I'hypothése f (n+1) > n+ 1 est fausse.

Strict

Conclusion : f(n+1)=n+1

(c) On vient de faire I'hérédité d'une récurrence forte. On a donc démontrer que

Pour tout n € N, on a f (n) =n.



