TD 9 Racine n-ieme et Equation Différentielle.

Faire dans cette ordre.

Exo 1 puis Exo 3 puis Exo 4 puis Exo2 puis .....

Complexe

Exercice 1. [Correction] On considére I'équation : (1 +iz)° = (1 —iz)°
1. Résoudre I'équation comme en terminale.

2. Résoudre avec les racines de |'unité
: , ™
Au final, on trouve les 5 racines z;, = tan (k:g> avec k € {0,1,..4}.

7 . ™
3. Déterminer la valeur de tan 5

2
1
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Exercice 2. [Correction] Soit w = exp (z) donc w est la racine 11-iéme fondamentale de I'unité.

1
On considére les complexes

S=w+w+w+w+w? Bt T=w?+w’+w +wd+w

1. Autour de w

> Calculer w'!. Placer dans le plan complexe, les complexes : w, w?, w3, ..., w

> En déduire que : S =T et ImS >0
2. Somme/produit.
(a) Calculer S+ T et vérifier que : S.T = 3 Le calcul de S.T est un peu lourd. Admettre?
(b) En déduire la valeur de S et de T'.
3. Calculs intermédiaires.

10
(a) Montrer que : Z (fw‘g)k = —itan (?{)

k=1
2
(b) Montrer que : w — w'® = 2isin (171T>

3T

11

3 . 2w
tan (11> + 4sin <11> =11

4. En utilisant Q4a. et Q4b., exprimer tan <

2 .
) + 4sin (171T> en fonction de T et S, puis vérifier que



Equations différentielles

Exercice 3. Résoudre sur |0, +oo[ I'équation différentielle, 22y’ — 3y = /.

Exercice 4. [Correction] Soit f une fonction dérivable sur 2 = R et vérifiant la relation

Ve,yeR, flz+y)=/f()f(z) (E)
1. Calculer le valeurs possible de f (0).
2. On suppose que : f(0) =0
Montrer que : Vo € R, f(z) =0.
3. On suppose que f(0) =1
(a) Montrer que : Vz € R, f(z) =20
(b) Démontrer qu'il existe o tel que Vt € R, f'(t) —af (t) =0
(c) Déterminer f, CaD calculer f(t) pour t € R.
(d) Trouver parmi les solutions de I'équation différentielle, les fonctions f qui sont solutions du probléme.
4. Facultatif On suppose que f est seulement continue sur R ¢t \&rifie 1a relation (E)
Comme f est continue sur R, elle admet des primitives. On note H I'une d’elle.
En primitivation E, montrer que la fonction f est dérivable.

Exercice 5. [Correction] On considére I'équation différentielle (E) : |z|y’ + (z — 1)y = 2°

1. On se place sur | — 00, 0] 2. On se place sur ]0, +o0[
) 6 . T
(a) Vérifier que [x — 22 + 3z + 6 + ] est une so- (a) Chercher,sur R, une solution particuliere de (E)
x A .

lution particuliére de (E) sur R* . polynomiale de degre 2.

(b) Résoudre, sur R*, I'équation homogene. (b) Résoudre, sur R, I'équation homogene.

(c) Donner, sur R*, les solutions de |'équation com- (c) Donner, sur R, les solutions de I'équation com-
plete. pléte.

Exercice 6. [Correction] On considére sur R I'équation différentielle (E) .
y+y-y*=0  (B)

On suppose que la fonction y est une solution de (E) et on suppose que la fonction y ne s'annule pas.
On consideére sur R la fonction z par la formule

1. Déterminer I'équation (E') vérifiée par la fonction z.
2. Déterminer z (z) puis y (x) .

Exercice 7. [Correction] Soit f :]0,+o00o] — R continue deux fois dérivables vérifiant I'équation différentielle
f(@)=f() pourtoutz>0 et f(1)=1
1. Montrer que : pour tout t >0, t*f” (t) + f (t) = 0.
2. On considere la fonction g définie par g (u) = f (e").

(a) Déterminer I'ensemble de définition et de dérivabilité de ¢
et montrer que g est solution de I'équation différentielle ¢ — ¢’ + g = 0.
(b) Déterminer g.

3. Déterminer f.



Correction.

. 2
Solution de I'exercice 1 (Enoncé) Calcul de tan % tan %

On considére I'équation
(1+i2)° =1 —iz)° (E)

1. D'une part
(a) Combien y a-t-il de solution d’une équation polyndmiale?
Ona (E)e (1+i2)°—-(1-iz)°=0
On a
Tout d'abord

(1+1i2)° =i2° +52* —10i2® — 102% 4 5iz + 1
(1 —i2)® = —iz® + 52* +10i2® — 1022 — biz + 1

= Ainsi

(B) <= (1+i2)°—(1—-iz)°=0

= (iz° + 52" — 10i2® — 102* + 5iz + 1)
— (—iz® + 52" +10iz® — 102> — 5iz +1) =0
= 2iz° — 20iz° + 10iz = 2
> 2iz (2" = 102" +5) =0
Donc I'équation est polynémiale de degré 5, il y a 5 racines dans C.
(b) On résout I'équation dans C
(B) <= 2iz (2" - 102 +5)=0=0
<= [z=0] ou [24—1022+5:0]
= On résout (B)
2 —102°45=0
U?—10U +5=0

et 22 =U

Conclusion : Il y a 5 racines 0, \/5—2\/5, —\/5—2\/3, \/2\/5—1—5, —\/2\/5—}-5

2. D’autre part.

3T 47

. i . s 2
Avec les racines 5-ieme, on trouve les 5 racines : 0, tan g,tan E,tan ?,tan 5

3. Il faut identifier Mais qui est qui!!!!

VovE+5< V5 -2V5<0<V5-2V5,< V25 + 5,

Avec le graphe de tangente, on a

On sait que

3 41 ™ 2
tan? <tan€ <0<tang < tan —

5
Onadonctangz \/572\/gettan2—ﬂ:\/5+2\/5.

5
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Solution de I'exercice 2 (Enoncé)  Soit w = exp (21—7{) .
On considére les complexes

S=w+t+wtwr++w® Bt T=w? +0® +0" + 0%+ 0™
1. Ona

— Tout d'abord on a le dessin d'un gateaux divisé en 11 parts égales.
—s C’est marqué dessus, les Racines 11-iéme de I'unité vérifient w'' = 1.
— Enfin on sait que 1 + w1 + w2 + ... + w10 = 0.

2. On fait un bd dessin et on devine que o
S =T e ImS>0

— Rappel : S est le conjugué de S et ImS est la partie imaginaire de S
3. Montrer S+T =—-1 et ST =3.
S+T=witwr+..+wio=—-14+ 14w +w2+..+wig) =—1
ST = (w+w3 +wt +u° +w9) (w2—|—w6 +w7+w8+w10)
= On fait le méga développement
= On simplifie avec w'' =1 donc w'? =™ = w
= On trouve au final =5 — 2 (w1 + w2 + ... +wip) =5—-2=3
— On trouve facilement (par substitution) S> + S +3 =0
On a donc 2 solutions possibles S1 = —% + %z 1let 52 = —% — %’L\/ﬁ

Or ImS > 0 donc

1 1 —_ 1 1
= —=+ —iV1l [ = = —=— —V1l
S 5 21 et S 22

2
4. On a
10 10
N k 3
(—w) _Z(D) -4 avec O = —w
k=1 k=0 k=0
1-0"
- =
1-0
O-g*t
~1-o
10
_gl-0°
1-0
— (—w?’) 1—w®
- 1+wd
e 1-w™?
14 w3
Argument moitié
w5/ (w3/2 _ w_3/2> 2isin (3%) itan (37
=Y e (W=3/24+w3/2) —  9cos (3:3%) o ( ﬁ)
w—w' :o.;—T:eizT’1r —efi%r = 2¢sin (21)
11
On a donc
, ) 10
- . - ) 3\ k . 10
tan (H) + 4sin (ﬁ) :’kz (7"*’ ) - (wiw )
=1

On détaille la somme

:i[fw?’erG —tw—wt o —w W - +w8} -2t (wfwm)
On factorise i et on reconnait S et T

=¢[T - 5]

(-4 $) - (-4 o)

=1 [—u/ﬁ} =11 Yes.



Solution de I'exercice 4 (Enoncé) 1. Japplique (E) avecz =0ety =10

Ainsi f(0) = f(0)f(0) < f(0)[1—f(0)]=0
Conclusion : On a f(0) =0 ou f(0) =1
2. On suppose que : f(0) =0
Pour tout t € R. J'applique (E) avec z =t et y =0
Ainsi f(t) = f(t)f(0) =0
Conclusion : Lorsque f(0) =0, alors f est la fonction nulle, CaD V¢t € R, f(¢t) =0.
3. On suppose que f(0) =1

(a) Pour tout t € R. J'applique (E) avec x =%/9 ety =1/9
Ainsi f(t) = f (Y/2) f (1/2) =07 > 0.
(b) Pour tout y € R, On dérive (E) par rapport a z

Ainsi L {74 y)) = 2 [7() f(y)
Donc Va, y1f' (z +y) = f(y)f'(z)
J'applique cette égalité avec © = 0 et y = ¢, ainsi f'(t) = f(t)f'(0)
Conclusion : la fonction f est solution de I'équa diff 4’ —ay = 0 avec a = f'(0)
(c) On résout 'EDL1 homogene et on trouve que : Vt € R, f(t) = K
De plus on sait que f(0) = 1 donc forcément K =0
Conclusion : Si f vérifient (E) et f(0) =1
Alors forcément il existe a € R tel que Vi € R, f(t) =e

at

(d) Ce qu’on a fait précédemment c’est la fin de I'analyse.
On va maintenant faire la synthése, CaD vérifier que lorsque V¢ € R, f(t) = e
Alors la fonction f vérifie (E) et f(0) =0
> On a bien f(z +y) = ") = "™ = f(z)f(y)
>SEtf0)=e""=e"=1

Conclusion : La synthése valide, les fonctions dérivable vérifiant (F) sont f : z — e* aeca cp

4. Facultatif On suppose que f est seulement continue sur R ¢ varific Ia relation (5)
Comme f est continue sur R, elle admet des primitives. On note H I'une d’elle.

Comme f est continue on primitive (F) par rapport a y

H(z +1492) — K

Ainsi Vz,y, H(z +y) = f(z) H(y) + K = VY, f(z) = H(1492)

Ainsi f s'exprime en fonction de fonction dérivable donc f est bien dérivable.



Solution de I'exercice 5 (Enoncé)
1. On doit résoudre sur | — oo, 0[, I'équation différentielle : —zy' + (z — 1)y = z°
> C’est une EDL1 compléte.
> A faire (racie) : la fonction f:z — 2° + 3z + 6 + g est une solution particuliére sur R* de I'équation compléte.

T

> Apres calcul, on trouve que Vz < 0, h(z) =k L
x x
€

Conclusion : Vz < 0, y(z) = yo(z) + h(z) = (xQ 4+ 3z 46+ g) +k —

2. On doit résoudre sur ]0, 40|, I'équation différentielle : zy' + (z — 1)y = z°

> C’est une EDL1 compleéte.

> Sol Part. On cherche une fonction yo vérifiant zyo + (z — 1)yo = 3 Va >0, yo(x) = az® +bx+c
aprés calculs, je trouve/choisis yo(z) = z° — x

> Aprés calcul, on trouve que Vo < 0, h(z) =mze *

Conclusion : Va > 0, y(z) = yo(z) + h(z) = (as2 — x) +maxe

3. La solution y se prolonge en 0 Ssi les limites a Gauche et a Droite existent et coincident

T

> A Droite. lim y(z) = lim (332 —z+ ma:e_m) =0.
z—0+ z—0+
> A Gauche. lim y(z)= lim (m2 +3x+6+ 6 +k e—) = C'est une FI
z—0— x—0— T x
On fait une approximation linéaire ainsi

6 * 64k
x2—|—3x—|—6—|—;+k%=%+(6+k)+0(1)

Situation : k # 76‘ ‘Situation k= 76‘
) On aalors lim y(z) =0
On a alors lim y(z) = co =0~
=07 Dans cette situation la limite a gauche et la limite a

Dans cette situation la limite 3 gauche n’existe pas et | droite existent et sont égales

donc il ne peut y avoir de prolongement. et donc il y a prolongement en 0 avec y(0) =0



Solution de I'exercice 6 (Enoncé) On suppose que la fonction ¥ est solution de I'équation différentielle
2
Y +ry=y".
Remarque : Il y a y2 donc I'équation différentielle n'est pas linéaire et Donc le théories classiques ne s'appliquent pas.

1. On suppose que la fonction y ne s'annule pas sur ©.

. 1 . . ,
On considére la fonction z définie par z (z) = ﬂ qui forcément ne s’annule pas
y (x
Ona z(x) L
z(x) = —=
y (z)

comme la fonction y ne s’annule pas sur ©

La fonction z est bien définie et ne s'annule pas sur ©

= Onadoncy(z) = %et
2

Comme - 4/ (2) +y (x) = [y (=)]
On remplace y (z) et y' (z)

—2' (z) 1 |1 2
[MMQ+M@[N@]

= -7 (I) +z (.’E) =1 car z(z) est tjs # 0

2. La fonction z est solution d'une EDL1 compléte de la physique
Ainsi z est la somme
> D’une solution particuliére constante (a cause de la physique). On trouve Vz € R, yo(x) =1

> Des solutions de I'équation homogene, on trouve Vz € R, h(z) = K e”
Conclusion : Vz € R, z(z) =14+ Ke”
1 1

2(z) 1+ Ke®
Normalement on devrait synthétiser CaD vérifier que les fonctions ci-dessus conviennent

Pour en déduit que : Vz € R, y(z) =

avec K > 0 car on ne divise pas par 0.



Solution de I'exercice 7 (Enoncé)

1. On sait que f' (z) = f (l)

x
- e d _d
> On dérive cette égalité . [..]= T [...],
R T
Ainsi f7 (z) = o (:r)
. / 1 1
> On applique f (O) = f (—) avec (= —
O T
Ainsi f’ (l) = f(z), on adonc f’ (z) = if(x)
T ' x2
Conclusion : On a bien : Vit > 0, t*f" (t) + f (t) = 0.
2. On considére la fonction g définie par g (u) = f (e").
(a) On peut calculer le nombre g (u) Ssi € € Dy =0, 4+00[ pype pas de probleme car e0J>0.

Ainsi g est def, C° et méme C™ sur R

= g'(u) = [f (") =e€"f"(e")
(M) = e (€) + () 7 ()

"

Ag @ +B g W+Cgw=4 (" )+ () () +Bef () +C f(e)

"

=A (") f () +(A+B) e"f (") +C f(e")

Jechoisis A=1letA+B=0et(C=1

= (") f (e)+ f(e") =0
Car c'est I'équa diff de Ql avec t =¢€" > 0.

(c) La fonction g est solution de I'équation différentielle
1g" (u) +(=1) ¢’ (u)+1g(u) =0
C’est une EDL2, on sait la résoudre.
3. On sait que f (") = g (u), on applique avec u = Inz ainsi

¥8,2> 0, f(2) = g (In)

= Attention : Comme la résolution est longue, on a surement fait des = donc il faut vérifier parmi les solutions
. 1
trouvées, celles qui effectivement vérifient f' (z) = f <7) et f(1)=1
x



