MPSI

DM 9. Bonus théorie des ensembles.

Exercice 1. [Correction] Soit E' un ensemble.

On va montrer que : L'ensemble AF) est "strictement plus gros" que I'ensemble E
CaD : Il n'existe pas de fonction f surjective de E sur A E).

On sait que c'est vrai lorsque E est un ensemble fini.
En effet : Lorsque card(E) = n alors card (A(E)) = 2". Comme n < 2", il n'y a pas de surjection!!!

Pour la démonstration générale, on fait un RA.
On suppose que f est une surjection de E sur AE).

En considérant la partie A définie par : A= {e € F tel que e & f(e)}
trouver une contradiction.

Exercice 2. [Correction] Soit E un ensemble et f est fonction de A E) a valeurs dans AF)

On suppose que f est "croissante”, CaD V (4, B) € (AE))*, [AC B = f(A) C f(B)]
On considére

> E*, I'ensemble des parties A de F tel que A C f(A). Rq: E* c AE)

> X la réunion de tous les éléments de E*

Montrer que X est un "point fixe" de la fonction f, CaD f(X) =X

Définition 1. Deux nouvé amis de f* et f*(A)
Soit E, E’ deux ensembles et f : E — E’ une fonction

Alors on peut définir la fonction f* de A(E) a valeurs dans A E’) de la facon suivante

>Méthode "visuelle"
Lorsque A = {a1,as, .....}, alors f*(A) = {f(a1), f(a2),.....}

> Méthode "Rigoureuse". Soit A€ AE) donc A C E = Depart
be f"(A) <= L’eq f(X) = b admet une (ou plusieurs) sol dans £ = Pepare
<= On peut écrire b = f(«) avec « € I
< il existe @ € E' = Depqrt tel que b= f(a)

Exercice 3. [Correction] Pour se familiariser avec f* et f*(A)
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. Démontrer que : AC B = f*(A) C f*(B), CaD f* est croissante.

Montrer que : VA, B € AE), f*(AUB) =[f"(A) U f*(B)]

. Montrer que : VA, B € AE), f*(ANB) C[f*(A) N f*(B)]

. Plus difficile Démontrer que : f est injective <= f* est injective.

. Vraiment plus difficile Démontrer que : f* est injective <= VA, Be€ NE), f*(ANB)=f*(4)n f*(B)



Exercice 4.

On va démontrer que : Si B est un sous-ensemble de F, et s'il existe une fonction injective f : E — A,
alors il existe une bijection g : E — A.

Soit A un sous-ensemble de E et f: E— A une fonction injective.

On note Cy = 6 (A)

1. Montrer que : f réalise une bijection de Cy sur C; = f*(Cp) et que C1 N Co = 2.
2. Montrer que : f réalise une bijection de C; sur Cy = f*(C7) et que Can (C1 U Cp) = .
3. On consideére la suite (C},) de sous-ensemble de F définie par Cy = €r(B) et Vn € N, Cpi1 = 7 (Cp).
Montrer que : f réalise une bijection de C,, sur Cp41 = f*(Ch) et que Cpy1 N (Ch UCh_1U...UCo) = 2.
“+o0 “+o0
4. On considére B = U C, et B = U C,
n=0 n=1

Montrer que : f réalise une bijection de B sur B’ = f*(C)
5. Justifier que : €g(B) C A.
On considére la fonction g définie par : Si e € B alors g(e) = f(e) et Sinon, cap e ¢ B, g(e) =€
Vérifier que la fonction g est une bijection de E sur A
6. Application : Le théoréme de Cantor/Bernstein.
Soit u : E — E’ une injection et v : B/ — E une injection.
> Montrer que v est une bijection de £’ dans v*(E")
> Montrer que v o u est une injection de E dans v*(E’)
Ainsi avec le résultat il existe une bijection de E dans v*(E"’)
> Conclusion : il existe une bijection de E dans v*(E') et il existe une bijection de v*(E’) sur E’
Donc il existe une bijection de F dans E’.



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
Comme f est surjective de F sur (E) et A € AE), il existe a € E tel que f(a) = A
Il y a maintenant deux situation : a € Aoua ¢ A

Lorsque a € A Lorsque a ¢ A

Comme a € A, alors par définition de A, on a a & f(a) Comme a & Aet f(a) = A, alorson aa & f(a)
Mais f(a) = A donca ¢ A OUPS!!! donc par définition de A, a € A OUPS!!!

Solution de I'exercice 2 (Enoncé) On fait C et D

> On commence par X C f(X). Pour tout e € X,

‘On va montrer que e € f(X) ‘

Comme X la réunion de tous les éléments de E” et e € X
donc il existe A € E* tel quee € A

Comme A€ E*, ona A C f(A).

Comme A € E* et X la réunion de tous les éléments de E*, ona A C X
de plus f est est "croissante" donc f(A) C f(X)

Conclusion : e € A C f(A) C f(X) Fini

> Réciproquement

On vient de montrer que X C f(X) et f est "croissante"
donc f(X) C f (f(X)), CaD f(X) € E*.

Or X la réunion de tous les éléments de E* donc| f(X)C X



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. On suppose que A C Bete € f*(A)

On va montrer que : e € f*(B)

Comme e € f"(A), on peut écrire e = f(a) avec a € A
Or AC Bdonca € B
Conclusion : on a bien e = f(a) avec a € B, CaD e € f*(B)
2. On fait C et D.
Pas de difficulté.
3. Pour tout A, B. On suppose que ¢ € f* (AN B)

On va montrer que : e € f* (A) N f* (B)

Comme e € f* (AN B), on peut écrire e = f(a) aveca € AN B
Commea € AN B, on a
a € A, ainsie € f*(A)
et
a € B, ainsie € f*(B)
Conclusion : e € f* (A) N f* (B). Yes.

4. Plus difficile On fait — et <—
= 7 On suppose que f est injective et on suppose que f*(A) = f*(B)
On va montrer avec C et D que A= B
On suppose que e € A

Comme e € A, alors b = f(e) € f*(A)

Or f*(A) = f*(B), donc b € f*(B), CaD on peut écrire b = f(3) avec 8 € B
Ainsi b= f(e) = £(8)

Or f est injective et f(e) = f(B)
Donc e = € B. Yes.

<= ? On suppose que f* est injective et on suppose que f(a) = f(a’)

!
On va montrer avec a = a

Comme f(a) = f(a'), alors f* ({a}) = f* ({b})
Or f* est injective donc {a} = {a'}, CaD a = a’ Yes.
5. Vraiment plus difficile On fait — et <=
= ? On suppose que [~ est injective.

‘On va montrer avec C et D que: f"(ANB) = f"(A)N f*(B) ‘
On sait déja que : f* (AN B) C f*(A) N f*(B).
Voir Q3.
D7 On suppose que : e € f*(A)N f*(B)
On va montrer que : e € f* (AN B)

Comme e € f (A) donc On peut écrire e = f(a) avec a € A
Comme e € f* (A) donc On peut écrire e = f(3) avec 8 € B
donc e = f(a) = f(B) et f* et injective donc f est injective
Conclusion : a=3€ ANBdonce€ f* (AN B).

<= 7 On suppose que VA, B € AE), f"(ANB) = f"(A)n f*(B).
Et que f*(A4) = f*(B)
On va montrer, avec C et D, que A =B

C? On suppose que : e € A. On va montrer que e € B
Onab= f(e) € f*(A) = f*(B) donc on peut écrire b = f(f3).
On a donc b€ f* ({e}) N £~ ({8})
Ainsi b e f* ({e} n{B})
Donce= B car f*(0) =0
Conclusion : e = 3 € B Yes
D7 Clest pareil.



