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1 Les ensembles de nombre.

1.1 Lesensembles &, N, Z.

Lensemble &7 des nombres premiers.

> Lensemble £ estinfini eton a

& =1{2,3,5,7,11,3,17,19,...,41,...,641, ...,2017, ......}
> Les nombres premiers permettent de factoriser les entiers.

Lensemble N des entiers naturels.

> Ecriture décimale .

Lécriture décimale de 2017 signifie : 2017 = 7.10° + 1.10' + 0.10% + 2.10°.

Ecriture décimale des entiers Soit 7 € N.
Il existe p € N et ag, a1,...ap € {0,1,2,..,9} tel que

p
n=ay.10° +a;.10' +...+ a, .107 = ) a.10%

Le nombre p + 1 c’est le nombre de chiffre dans I'écriture décimale.

> Factorisation en nombre premier.

On peut factoriser de facon unique les entiers en produit de nombre premier.

Par exemple : 2016 = 2°3%7, 2017 = 2017}, 2018 = 211009!

Lensemble Z des entiers relatifs.

> un entier relatif est un entier naturel signé, CaD un entier naturel avec un signe.
Ainsi
peZ < IlexisteneN telquep =+n
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1.2 Lensemble Q.

> Une fraction est un quotient signé de 2 entiers naturels.
Ainsiona

r € Q on peut écrire r = £%/}, aveca,beN
On sait que:Lécriture des rationnelles n’est pas unique; chacun sait que 2/3 =4/g, cependant

Les rationnels s’écrivent de facon unique en fraction irréductible, CaD comme quotient signé d’entier premier

t , CaD . ;
entre eux, .a reQ < Ilexiste un unique couple (a, b) € N* tel que

r==+4jy
et a et b n'ont pas de facteur premier commun.

Théoréeme 1.
Le nombre V2 est irrationnel, CaD v2 ¢ Q.

Démonstration : On fait un RA. On suppose donc que V2 € Q, CaD il existe a, b € N* tel que V2 = %

‘ On cherche OUPS!‘
Ona
vz=2
b
= bV2=a
= b*2=d°

Comme a, b €N, on sait que a et b se factorise en produit de facteur premier,
ainsiona a = 2% x (les autres facteurs premiers impairs) et b = 2P x (les autres facteurs premiers impairs)

Légalité b%2 = a?, devient
228 x (d'autres facteurs premiers impairs).2 = 22 x (d'autres facteurs premiers impairs)

OUPS : Multiplicité de 2 = 2+1 =impaire ET Multiplicitét de2 = 2a = paire
—_  —

a Gauche a Droite

1.3 RetR

Définition 2. Les ensembles R et R.
LensembleR.

Xx€R <= x=314,1592653.......

Lensemble R.

On dit que R est la droite achevée, complétée, CaD

R=RU {+00} U {—o0}
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2 PropriétésdeR

2.1 Valeurs Absolues.

Définition 3. Définition de | x|.
Soit x un réel.
1l existe plusieurs facons équivalentes de définir/calculer le nombre |x|.

> Simplification.
=+x Lorsquex=0

Onalx|= { =-x Lorsquex<0

> Majoration/Encadrement.
|x|, c’est le plus grand entre +x et —x.
Ainsiona: —|x|<x<|x|

> Distance.
|x| =|x—0], c’estla distance de x a 0.

Kulture?
x| <K < ....... — —-K<x<K
Graphe.
La fonction Valeur Absolue x — | x| fx) e

> est définie et continue sur Z = R.

*

> est dérivable sur 2’ = R*.

La fonction Valeur Absolue n'est pas dérivable en 0.

v =|x|

Théoréme 4. Formulaire.
Soit x, x', a des réels.

Méthode.
Les valeurs absolues ont vocation a étre simplifier

> Positivité. |x| estunréel =0 et |x|=0< x=0.

> Calcul.
x|

X
! |x/|

|-x|= x| et |x.x'| = x| |x| etSix' #0,

Attention au piege. V x = |x| # x
> Symétrie. |a — x| =[x —al.

> Llinégalité triangulaire.

|2x+3x"| <2|x|+3|x'| er |2x-3x|<2|x|+]|3x|

XeED
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2.2 Partie entiére.

Définition 5. La partie entiere de x.
Soit x un réel. Alors il existe un unique entier, noté E (x) ou | x] tel que

lx] € x < |x]+1
Large  Strict
Propriétés.
> Lorsque n = | x]
alorsn<x<n+letx—-1l<n<x

> Large : Le plus grand entier p tel que p < x, c’est p = | x|
> Strict : Le plus petit entier p telque x < p, c’est p = [x] + 1

> On a aussi
n est un entier

— n=10J
n<O<n+1

Exercice 1. [Correction]

1. Montrer que Yx€eR et peZ, Alors [x+p] = x] +p.

niy Si n est pair.
2. Soit n € Z, montrer que {EJ =
- v 2 (n=1)/5  Si n est impair.

2
3. Montrer que “\/ﬁ+\/n+1) J =4n+1

5
Exercice 2. [Correction] Soit 7=2% +1. On note p le nombre de chiffre de n dans I'écriture décimale

1. Montrer que : 10P"! < n<10”.
In(n) J
+1
In(10)

2. En déduire que : p= {

Exercice 3. [Correction] Tres Difficile mais sympa. Soit (i) ey |a suite définie de la maniére suivante :

U1 =1, up=uz=2, Uug=uUs=1ug=3, U7 =Ug = Ug = U1p =4,...

1. Soit ke N*. Déterminer les indices de n tel que que u, =k

1+\/WJ

2. En déduire que VneN, u, = { 5
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2.3 Majorant, minorant, max, min, sup, inf.
Définition 6. Majoré, minoré, Borné
On considére A c R une partie de R.
> On dit que la partie A est majorée Ssiil existe M telqueV x€ A, x < M.

On dit alors que M est un majorant de la partie A.

> On dit que la partie A est minorée Ssi il existe mtel que V x € A, x = m.
On dit alors que m est un minorant de la partie A.

> On dit que la partie A est bornée Ssi il existe K tel que

VxeA |x|<K.

Bornée < Majorée/minorée.
La partie A est bornée par K

ALORS la partie A est majorée +K et minorée —K.

La partie A est majorée M et minorée par m
ALORS la partie A est bornée par max (|M/|,|m/).

Démonstration : Onvafaire = et <.

C’estle sens évident car |[x| < K < —-K<x<K.
Donc Si la partie A est bornée par K, alors elle est majorée par K et minorée par —K.

C’est un peu plus technique.

On suppose que la partie est majorée par M et minorée par m.On a

ms<xsM = [x<Met-x<-m]
Donc x et —x sont < max(M, —m) = |x| < max(M, —m)
Conclusion : la partie A est bornée par max(M,—m).

Définition 7. Max-Sup et min-inf
On considére A une partie.

Max et min.  On dit que M, est le plus grand élément de A, noté My = max(A),
Ssi My € A et My majore la partie A

On définit de méme min, le plus petit élément d’'un ensemble.

sup -inf. On dit que M estle sup de A, noté M = sup(A),

Ssi M est la majorant "optimal"” de A.
Ainsi M = sup(A) a deux propriétés "évidentes"
> M est un majorant de A

> M est optimal

Optimal : Traduction A Optimal : Traduction B
Le sup est le meilleur majorant, Le sup est le meilleur majorant,
CaD Si M’ est un autre majorant CaD comme M—¢ < M
alors forcément M < M’ Strict

alors M — € ne majore pas.

Quand la partie non vide A n’est pas majoré, alors sup(A) = +oo.

5/10
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Les situations possibles.

> On peut avoir : My = max n’existe pas et M = sup n’existe pas.
> On peut avoir : My = max n’existe pas et M = sup existe.

> Si My = max existe alors forcément M = sup existe et M = M.

Théoréme 8. Existence des Max et Sup.

Dans Z, les max existent.
Si A une partie non vide de Z.

Alors max(A) existe toujours dans Z U {+oo}

max(A) € Z <= max(A) # oo <= la partie A est majorée

Dans R, les sup existent.

On considere A c R une partie non vide de R.
sup(A) existe toujours dans R U {+oo}

sup(A) eR < sup(A) # oo < la partie A est majorée
En fait, il y a 3 situations possibles.

> sup(A) = +oo et donc la partie A est non-majorée.
>sup(A)=MetM¢ A. Ici M =sup(A) et max(A) n’existe pas.
Par exemple : A= [0, 1].
>sup(A)=MetMeA. iciM=sup(4) =max(A).
Par exemple : A=[0,1].
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24 QestdensedansR

Commencons par un exemple.

On considere le célebre nombre 7 = 3,1415192654.....
On peut tronquer I'écriture décimale, ainsi on a

3.141 <m<3.141+107%=3.142
[

troncature 1073

enplus O<sm— 3.141 <1075

troncature a10~3

On dit que
> 3,141 est la valeur décimale approchée 2 la précision 107> de 7 par défaut.

> 3,142 est la valeur décimale approchée 2 la précision 107> de 7 par exces.

Il est "facile" d’exprimer 3.141 al’aide de 7, en effet
[l

troncature a10~3
T =3,1415192653..... = 1037 = 3141,5192653.....
= 110%.7] =3141

[103.7]

Donc3.141 =
103

Si on remplace 7 par x un réel quelconque, on a le théoreme

Théoréeme 9. Approximation des réels par des rationnels.
Soit x un réel et n un entier

La valeur décimale approchée a la précision 10~" de x par défaut

. . lx.107]
est égale a
10"

€Q

[x.107]

107

De plus,ona0<x— <107".

Conclusion : La suite des approximations décimales converge vers x.

Approximation des réels par des rationnels.

Q est dense dans R,
CaD Vv x € R, il existe une suite (1) zen telle que

VneN, r,eQ et r,—x
n—oo
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2.5 Les intervalles de R.

Définition 10. Les intervalles.
On dit que que I est un intervalle de R Ssi I c R et

Yab [(abel> = [ablcl]
De fagon imagée, un intervalle n’a pas de trou,

sinon on pourrait choisir a et b de part et d’autre du trou.

Exemple : Lensemble R* = ]—o00,0[U]0, +oo[ n’est pas un intervalle.

En effet, —2 et 1 sont dans R* mais [-2,1] Z R*.

R* est la réunion disjointe de ] — oo, 0[ et de ]0, +ool.

1l est clair que R* a un "petit" trou.

Théoréme 11. Liste exhaustive des intervalles de R.
Il'y a 3 type d’intervalle non vide.

> Les intervalles ouverts (bornés ou non)

]—OO,+OO[, ]_m)b[) ]ay+oo[y ]a!b[

> Les intervalles semis-ouverts (bornés ou non)

]_OO) a]) ]a) b]) [a) +OO[, [a,b[

> Les intervalles fermés et bornés sont appelés les segments

la, b]

Démonstration : Soit I un intervalle non vide.
Je note a = inf(I) et b = sup([).
Comme [ est une partie non vide de R, on sait que a, b existent et a € RU {—oo} et b € RU {+o0}
A cause des propriétés des sup et des inf, on sait que soit a € A, soit a ¢ A. (et de méme pour b)
Je suppose que a € A (etdoncrocsmenta % —o0) €t D & A @vec beRoub = +o0)

On va montrer avec C et > que : A = [a, b[

Soit x € A

Comme a =inf(A) et xe A,onaa< x.
Comme b =sup(A) et xe A,onax < b. Deplus b ¢ Adonc x # b donc x < b.
Conclusion: a< x< b, CaD x € [a, b[

Soit x € [a, bl

Comme x < b et b =sup(A) = le majorant optimal donc x ne majore pas A.
Donc il existe @’ € Atel que x < a’
Comme a =inf(A) et xe A,onaa< x.
Ainsia<sx<ad',CaD x € [a,d'].
Or a,a’ € Aet Aestun intervalle donc [a,a'] c A
Conclusion: x€ [a,d] < A
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Correction.

Solution de I'exercice 1 (Enoncé)

2
1. Si n est pair alors n=2p et ng = {fJ = LPJ =p

2 1 1
Si n est impair alors n=2p+1 et {gJ = L p2+ J = [piJ =p

2
2. On encadre, CaD on démontre 4n+1 < (\/ﬁ+\/n+1] <4n+2.

2
On chemine 4n+2—(\/ﬁ+\/n+1) =..20

- z . Ve . Yo 5 .
Solution de I'exercice 2 (Enoncé) Si I'écriture décimale de n=22" +1 a avec exactement p chiffre, on a

100---0 <sn< 999---9 < 100---0
L 1 L ] L ]

p chiffres p chiffres p+1 chiffres
-1 In(n)
de pluson a10P7 sn<10P < - < p< +1<p+1
In(10)
In(n
Conclusion : p= \‘LJ +1
In(10)
. k-1k k(k+1
Solution de I'exercice 3 (Enoncé) On compte et on trouve que up =k < ( 5 ) <n< ( 5 )
x-1x
La fonction f:x— ( réalise une bijection strictement croissante de [1+oo[ sur R*
- 1+v8x-7
et on trouve que f1:x— —

(k—-1Dk k(k+1)
sn<
2 2
—= fkysn<fk+1)

= k<flm<k+1

— e F_ WJ
2

Conclusion : uy =k <
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