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1 Notion de limites, FI.

Définition 1. Notion de limite
Soit f une fonction et a € RU {+oo}

On dit que la fonction f tend vers £ en a
On dit que le nombre f(x) tend vers ¢ quand x — a
Ssile nombre f(x) se rapproche de € (et reste pres de ©) quand x se rapproche de a.

On note alors f(x) — ¢ ou lim f(x)=¢
X—a X—a

Attention : "Se rapproche" ne veut pas dire "devient égale".

Théoreme

Lorsque f(x) — ¢ Alors f(O) - 4

Définition 2. FI ou pas FI !!!!

> Pas FI.
a+o0o=00, +00+00=+00, a.(+oo) = sgn(a).co poura#0
a
00.00 = 00, — =0.
o
> FI.
.. , ] co 0
Les FI avec addition, produit, quotient : co—oco, 0.00, —, o
(e0)

Les FI avec les puissances :

000 = 0IN(0) _ oo joo _ pooln() _ o0 g0 _ ,0In(0) _ 40.(-00)
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2 Les outils pour les limites

2.1 Les ordres de grandeur classiques.

Théoréme 3. Aux Bornes de &, on a
> Comparaison des exp-In-monome.

- Laregle pour les fonctions est :
e* va plus vite que x% qui va plus vite que In(x)

- Larégle pour les suites est :
a" va plus vite que n% qui va plus vite que In rz.

> Comparaison des monbmes entre eux.
Laregle est: Lorsque 0 < a < b alors xP va plus vite que x®.

Applications : les FI classiques.

e’ In(x)
T T tieenn T ceeen
x3 x—+oo X X—+oo
e* In(x)
T T ieeen T teeeen
X3 x—-oo0 VX x—ot
2
Pal In(x)vVx —— ......
X—+00 X—+400
et ——— . In(x)vVx —— ......
X——00 x—

2.2 Négligeable / Petit-Gros / o(1).

Définition 4. Négligeable, Gros/petit, o(1)

> On dit que le nombre f(x) est négligeable devant le nombre g(x) quand x tend vers a
Petit  f(x)
Gros g(x) x—a

Ssi Quotient =

On note f(x) = 0(gx) ou f(x) = g(x) ou uy, = o(vy).

—

o(1) =c’estun Truc qui tend vers 0 quand x — ..., quand n — co

Tr uc signifie une fonction ou une suite.

Petit Up

Interprétation : Lorsque u, = o(vy), CaD Quotient = =— —0,
n—oo Gros Uy n—o©

Donc le nombre v, devient infiniment plus gros que le nombre u;,.

A 1
> Quotien = 33 signifie que B est 2 fois plus gros que B.
; A 1 . :
> Quotien = 3-1o signifie que B est 10 fois plus gros que B.
. A 1 . . .
> Quotien = 5= 0 = —, Cela signifie que B est infiniment plus gros que B.
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Théoréme 5. Formulaire sur les petits "o".
Addition/Combinaison Linéaire.
20(x) =o(x)
0(4x?) = o(x?).

A méditer: o(x) —o(x) =0o(x) et 2o0(x)—70(x)=o0(x).

Produit.
xz.o(xz) = 0(x4)
0(x).0(x?) = o(x>)
Comparaison 2

X
Ao(x?) + po(x®) = o Le plus GROS entre

x3

FI et petit "0"
o(1) o(Gros)
— et [

— sont des FI

o(1) petit
G o(petit

Par contre w —0Oet M —0
gros gros

Laxe des dominations
On peut placer les expressions sur un axe

2

petit X X e*

Gros

Quand x — 400 1 T T

> Des expressions placées sur 2 traits différents sont d’OdG différent,
il y a un qui devient infiniment plus gros que I'autre.

> Des expressions, sur le méme trait, ne sont pas forcément du méme OdG.

Lorsque A/g — 0
alors B devient infiniment plus gros que A

Lorsque A/g — oo
alors A devient infiniment plus gros que B

Lorsque A/g — £ #0

alors A et B sont sur le méme trait, mais n’ont pas forcément le méme OdG

3/12
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3 Equivalentet [1+0(1)]

Définition 6. Equivalent

On dit que les nombres f(x), g(x) sont équivalentes, CaD ont le méme ordre de grandeur, quand x tend vers a

Petit  f(x)
Gros g(x) x—a

Ssi Quotient =

Onnotef(x) ~ gx)ouf~gouu, ~ v
I )xqug() fag n, oo un
Interprétation : Avec les équivalents, on mesure la "vitesse" avec laquelle on va vers 0 ou *oo.

Par exemple :| quand x — +oo
nn

fx) Moy x2 signifie que f(x) va vers +00 quand xserapproche deco ' la maniere”, "a la vitesse" de x2

—00
2
~ igni OO quand x se rapproche de 0o 3 ie , 2 i
(x) 0o signifie que f(x) va vers + "2 la maniere", "a la vitesse" de x>
X—oo In(x

MAIS légérement ralenti par In(x),

glx) ~ **In(x) signifie que f(x) va vers +00 quand xserapproche deco '@ 1la maniere"”, "a la vitesse" de x°
X—00

—

MAIS légérement accélérée par In(x),

Conclusion quand x — +00, on a

petit 8(x) fx) h(x) Gros

R ) x? x*In(x)
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Théoréme 7. Autour de |1+ 0(1)]
> Attention  ~ ne signifie pas =
> Attention On n’est jamais équivalent a 0 ou a oo.

> On sait que : o(1), c’est un truc qui tend vers 0

[1+0(1)], c’est un truc qui tend vers 1

Tr uc signifie une fonction ou une suite.

etona uy, ~ vy < up =", [1+0(1)]

Conclusion : on manipule [1+ o(1)] plutdt que ~

> on a le formulaire

Facteur=Gros+2petit—3petit=---=Gp [1 +0(1)]
Gg [1+o0(1
Facteur Haut =Gr [1+0(1)] M = GF@ [1+0(D)]
Bas Gg [1+0(1)] Gs

Conclusion : Pour calculer un équivalent, on fait FFB

De plus
a[l+oM]+B[1+0D)] =i
[140(0)]% = oo,

In[1+0(1)] = v

pl1+o(] _

> Lien Limite/équivalent/petit o.

Lorsque ¢ #0,00: up— ¥ < up=0+0Q1) < u,=¢[l+0(1)] < u, n:mﬁ

Lorsque¢ =0: u, —0 < u,=0+0(1)=0(1)



Chapitre 15-2 : Ordre de grandeur.

4 Approximation linéaire.

Théoréme 8.

Approximations linéaires des fonctions classiques : quand x — 0

X
Xx—

Inl+x) = x+o(x)
x—0

—

En physique, on oublie le petit "o"
1
Onécrit Vi+x=(1+x)"2 = 1+§x

C’est I'approximation linéaire.

e =01+x+o(x)

Généralisation et Interprétation géométrique.

Interprétation Géométrique.

yed
y=e'
30
y=1+x
20
1
% |
/ 1 xe9

6/12
Pour "gérer" les FI avec sin(0), cos(1), tan(0), e, In(1), \/I,
on utilise 'approximation linéaire.
sin(x) = x+o(x)
x—0
cos(x) = 1+o0(x)
x—0
1
Vitx = 1+0"2=1+=x+0x) tan(x) = x+o(x)
x—0 2 x—0
En math, il faut impérativement le petit "o"
1
Onécrit V1+x=(1+x)"2 = L+ 5 x+0(x)
C’est une égalité et il faut savoir manipuler les petits "o".
Pour les fonctions dérivables, on a la formule générale valide quand x — 0
fx o fO) +f0)x I+0(x)
Eq de ta tangente en 0
yesl
y=0+x
. y=In(1+x)
yeol
1+ !
= —X
‘ 0 ‘ y > 1+x
4: 1 1 xXeg
|
|
|
| % ‘
| -1 1 X€D
yed Tangente
y=0+x
1 y=1+0x It
77777 -nf, nly
} 0 t = xeg

Cosinus
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5 0(),Grand"0" de1

Définition 9. (1)), Grand "0" de 1
> (1) =c’estun Truc bornée quand x — ..., quand n — co
Truc signifie une fonction ou une suite.
Exemple : La fonction Sinus n’a pas de limite quand x — co mais reste bornée

On a donc sin(n) = O'(1) et cos(n) o o)

—00 —00

> Généralisation. On dit que le nombre f(x) est un grand "O" du nombre g(x) quand x tend vers a
Le quotient reste bornée quand x tend vers a

On note f(x) = 0 (g(x)) ou uy = O(vy).

théoreme

@206‘(@(1)—@’(1)20’(1) et20()-701)=0(1)
oo

7112
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6 Exercices

Quand n — oo

Exercice 1. [Correction] Placer sur un axe du plus Gros au plus petit

petit

Gros

1 1 Inn n
> — 1\/_

\/ﬁr z_nr n\/ﬁr ) ?
> n, n(nn)?, %, n’Vinn, n’lnn, o(vn)

> In(n), In(n?), ln(%), (Inn)?

Rappel :

Lorsque A/g — 0
alors B devient infiniment plus gros que A

Lorsque A/g — oo
alors A devient infiniment plus gros que B

Lorsque A/g — ¢
alors A et B sont sur le méme trait

Mais n'ont pas forcément le méme OdG

Exercice 2. [Correction] Déterminer, quand n — oo, la limite des expressions suivantes et Bonus leur équivalent

up=n’+1-2n)8

_(1+2n)’+(1-2n)°

n

2m+3n
1 n
Up=——
"Tn 3md+2n+1
Lol 4
"Tn on+1
_nln(n)+n2
" 27n41In(n)
_2"+3"
u”_zn_gn
27437
Up= ——

21430

_nd+3"
Un = 22n
(n+1)sin(n)
Uy=—5—""—H+—
" nZ+1

3 In(n+1)
L=
n

_oh+1 s il
Uy =2 s1n(2n_l)

1
Uy = nln(1+ —)
n
T
u,,z?mtan(—)
2n
U, =VvVni+n-n

sin(n)/n

Up="n

8/12
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—— Quand x —0oux— toooux—a—

Exercice 3. [Correction] Placer sur un axe du plus Gros au plus petit

Gros

petit
Quand x — 0.
> x, 1et Vx et x* et xv/x
>1 t 3 et ! tz
— et3et — et —
x? xVx o x
3 1 1 1 .
> —et——et—et—etxete
x2 2 x2 x?2 X

> In(x) et In(x?) et In?(x).
> In(x) et In(2x) et In(x+2) et 2In(x).

X
> 1et e et In(1+x) et sin2x) et cos(g)

Les mémes quand x — +oo et quand x — —oo

Rappel :

Lorsque A/g — 0
alors B devient infiniment plus gros que A

Lorsque A/g — oo
alors A devient infiniment plus gros que B

Lorsque A/g — ¢
alors A et B sont sur le méme trait

Mais n'ont pas forcément le méme OdG

Exercice 4. [Correction] Calculer les limites suivantes quand x — a et et Bonus leur équivalent

1. f(x) =x°—3x%+1 avec a=+00,0, 1

2+ x+3
2. f(x) =ln(l) avec a=+00,0, 3, -1
3. f(x) =1 (l_x) 0,1°,-1"
. f(x)=In avec a=0,1", —

x+1

4. f(x)=x%e™ avec a=+00,0, +1

Exercice 5. [Correction]

1 n
1. Calculer la limite de (1+—) quand n— oo
n

X
quand x — 0"

1
2. Calculer la limite de (1+ -
x

X

3. Soit a,beR}. Calculer la limite de (

a

2Xx

5. flx) =2

ex_

T avec a= +00, 0, +1

e+ x*
6. f(x) = ——— avec a=+00,0, +1
e +x

7. f(x)=x+In(x+3) avec a=+o0,0, -3

1
8. f(x):xln(1+;) avec a = +oo, 0%

bouge

1/,
) quand x — 0"
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Correction.
Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
Quand I — OO, on a
petlt | | | | | Gros
I I I I I
i vn 1 In(n) L 1
2" n2  nyn ny/n NG
petlt | | | | | Gros
I I I I I
n n 2 2 2
— n(lnn) n“vinn n“lnn
7 vn
petit ‘ ‘ Gros
I I
1 2
ln(n),ln(nz),ln(ﬁ)] In®(n)
Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
/1
2n sin[z—n) =2" sin(0)
=2"10+ o))
=2" l+o(l)] =g+0(l) —— 7
n n n—oo
Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
Quand X— 0 0na
petit | | | Gros
I I I
3 1 i
xIn(x) x2
petit ‘ ‘ | | ‘ | Gros
I I I I I I
X e’ 1 1 1 In(x)
X x21n(x) x2 x2
petlt | | | | | GrOS
I I I I I
2 1n(x) xIn(x) xIn?(x) 1 In(x)
petit ‘ ‘ Gros
I I
[x, In(1 + x), sin(x)] [1, ¥, cos(x)]
Quand X — 00, on a
petit ‘ ‘ ‘ Gros
I I I
i 1 3
x2 xIn(x)
petit | | | | | | | Gros
I I I I I I I
1 1 In(x) 1 1 X e
x2In(x) x2 x2 X
petlt | | | | | Gros
I I I I I
1 In(x) xIn(x)

x1n? (x)
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petit ‘ ‘

Gros

I I
[1, cos(x), sin(x)] In(x)

Solution de I'exercice 4 (Enoncé)

, xX>+x+3
hm ln —
x+1
. (x2+x+3) . (x2+0(x2))
> lim In|——— |= lim In| ——— | =
X—00 x+1 X—00 x+o0(x)

) x2+x+3 02+0+3
> lim In =In =In(3)
x—0 x+1 0+1

. x+x+3 (—1)2+(—1)+3 3
> lim R N S RTIN
x—(— l) x+l -D+1 0
lim ln( )
1_
llmln(—) n(—o):ln(l):
x—0 x+1 0+1
— _ - +
> lim ln(l—x):ln(w :ln(O—):—oo
x—(17) x+1 1)+1 2
1-x 1-(-D* 2
l' l — :l _— :1 ) =
>x~1(1311>+n(x+1 n((—1)++1) n(ge) =+eo
R |
lim ——
e*—1
el e ioe®) . eX[1+o(D)]
> hrn = im ——~ = i
x—+00 e¥—1 x—+00 e¥+o(e¥) x—+oo e¥[l+0(1)] x—+oo
ey l+o(1) 1
> lim = lim ————=—=-1
x—+o00 e¥—~1 x—+oco-1+0(1) -1
X1 2 +1
> lim =
x—»l ex—l e—1
- lim © “+1 e¥+1
x—»O eX—1 e0_1 "
et +xt
lim ——
e X*+x
X 4 X X
> lim T lim Lo(e):oo

x—+ooe X +x x—+o0 x+0(x)
. er + x4 x4+ oY
> lim — = lim ————=
x—-0e *+x x—+tooe X+o0(e™)

e* + x* D+0t 1
> lim =—=-=1
x—»Oe Y+x e 040 1

o L+
+o(M)]

11/12
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Solution de I'exercice 5 (Enoncé)

1

1\ nin(l+—)

(l+—) =e n
n

— exln(1+D)

1 1
1
— ¥ @+o@) _ e"(x "(x)) _elto)
n—oo

@+ b\ x 1. (a*+b*
2 {2037
1 xlna+exlnh
=eXp(; ( ))
ex l e+ eV
(1 ((D+0(D))+(D’+0(D))))
=exp ;1n
(1 (2+(lna+lnb)x))
=exp|—1In
X
(1 ( Ina+Inb ))
=exp|—-In|l+ ———x
X 2
=ex (lln(l+D))
=ex (l(EHo(D)))
1 (lna+Inb
=exp(— (—x+0(x)))
X 2
=exp(lna;1nb+o(l)) — exp(lna;—lnh):exp(ln(\/%)):\/%
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