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Exercice 1. [Correction] Soit les suites (c;,) et (s;,) définies par : Vn € N, ¢, = cos(n) et s, = sin (n)

1. On va démontrer que la suite (c,,) ne converge pas dans R.

On fait un R.A. On suppose que la suite (c,,) converge vers {, i.e. ¢, —— £ € R.
n—oo

(a) Calculer ¢;,41 — ¢—1 en fonction de sin(n)
En déduire sinn — 0. (On admet que sin 1 # 0).
(b) Simplifier s,41 — Sp—1. En déduire la valeur de £.
(c) Trouver une contradiction. Conclure.
2. Démontrer que la suite (¢,) ne diverge pas vers +oco

Conclusion : la suite (¢,,) est chaotique.

Exercice 2. [Correction] Soit les suites (c,,) définie par Vn € N, ¢, = cos(n)
On va démontrer avec un RA que la suite (¢,) ne converge pas dans R.

On suppose que la suite (c,,) converge vers ¢, CaD ¢, —— ¢ € R.
n—oo
1. Démontrer que : Vn € N, ¢pp0 =2 cos(1) cpy1 — ¢n
En déduire que £ = 0.
2. Démontrer que : ¥n €N, ¢p, =22 — 1
En déduire une absurdité

Un exo sympa

Exercice 3. [Correction] Soit (uy,) la suite définie par :

1
O<uy <us et VneN*, un+2:un+1+gun.

1. Montrer que la suite (uy)nen est positive puis que la suite (u,) est croissante.

2. On suppose que la suite (u,) converge vers £.
Comme la suite (u,,) est croissante, on a forcément 0 < u; < ug < ... < Up < oo <L
S 14
(a) Montrer qu'il existe Ny tel que Vn > No, t, — Up—1 = o
n

(b) En déduire une minoration de w,, en fonction de H,, la suite harmonique
En déduire une contradiction.

Conclusion : Comme la suite (uy,)nen est croissante et ne converge pas dans R
la suite (up,)nen diverge vers +0o



Correction.

Solution de I'exercice 1 (Enoncé) Un exo sympa.

1. Ona

Cnt1 — Cp—1 =cos(n+1) —cos(n —1) =cos(a+b) — cos(a—b)
= —2sinasinb

= —2.sinn.sin 1

Comme sinl # 0, on a

. cos(n+1) —cos(n—1) -0
Sp =sinn = _
" —2sin1 n—oo —2sin 1
2. On a facilement
Sn41 — Sn—1 =sin(n+1) —sin(n — 1) = ... = 2sin 1 cosn.
Ainsi
cos sin (n 4 1) —sin (n — 1) 0-0
n = =
2sin1 n—soo —2s8inl

On a up, — £ et u, — 0 donc par unicité de la limite £ =0

n—o0o n—oo
3. Or on sait que ¥V n € N, cos®(n) + sin*(n) = 1,
On regarde ce que devient la relation quand n — oo, CaD

VneN, cos’(n)+sin’(n)=ci+s3=1
cn —— 0

o = A la limite, quand n — oo,
$n —— 0 la relation devient 0% + 0% = 1 OUS
n— oo

Conclusion : La suite (¢,) ne converge pas dans R.

4. Comme ¢, = cosn € [—1,1], on ne peut pas avoir ¢, — £00.
n—oo

Conclusion : |a suite est chaotique.

Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
1. Pour tout n € N, on a
2 cos(1) cny1 = 2 cos(1) cos(n + 1) = 2C,Ch = cos(a + b) + cos(a — b) = cos(n + 2) + cos(n)
Donc on a bien Vn € N, cpy2 =2 cos(l) cny1 — cn

On regarde ce que devient la relation quand n — +oo
Ainsional=2cos(1){ —¢ = £=0.

2. Pour tout n €N, on a Can = cos(2n) = cos(n +n) =---=2cos’(n) — 1 =2c, — 1

On regarde ce que devient la relation quand n — +oo
Ainsiona: =20 -1 < é:loué:*1/2

Clest oups car 0 # 1 et O # —1/9

Conclusion : la suite (¢,,) ne converge pas vers £ € R



Solution de I'exercice 3 (Enoncé) Correction rapide

1. On montre facilement par récurrence (2étages) Hepns @ un >0

Ainsi Pour tout n € N*, on a un11 — Un = Up_1 >0

1
+1
Donc la suite (uy) est croissante.

2. On suppose que la suite (un) converge vers £.

Comme la suite (u,) est croissante, on a forcément 0 < u1 < u2 < ... < Up < .. <L
(a) On a
Up — Un—1 21 Up—2 20 n
n = = — 2=2 car —1
Q [/277, { n—2 nooo E#O n—2 nooo
On applique la def de Q,, ———> 2 avece =1
n—o0

Ainsi existe No tel que Vn > Ny, Qn =2 € —c=2—1=1 fini
(b) on a "ala mode géo"

sluw +—t VgL €
AU T (N + 1) 2(n—1) ' 2(n)

e n 1
>UN0+2(HTL_HNO) Rappel:Hn:Z%
k=1

Ainsi on a (thm de comparaison) u, — oo OUPS!!!

n—oo
Conclusion : Comme la suite (ur)nen st croissante et ne converge pas dans R

la suite (un)nen diverge vers 400



